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Capitolo 1

Ipotesi Ergodica

La Meccanica Statistica ¢ lo studio dell’andamento dei sistemi con un numero molto grande di
gradi di liberta. La descrizione microscopica di un sistema di particelle interagenti ¢ basata sul
moto di ciascuna particella che é dato dalle equazioni di Newton. Data ’Hamiltoniana in linea
di principio si pu6 ricostruire il moto di ogni particella. Se il numero di particelle & molto grande
questo procedimento ¢ molto laborioso; inoltre 'informazione che si ottiene pud essere troppo
dettagliata. Se si ¢ interessati solo a comportamenti medi, ad esempio, é inutile conoscere tanti
dettagli. Per descrivere lo stato di equilibrio di un tale sistema basta una descrizione ridotta
in termini solo delle osservabili densitd ed energia, la Termodinamica. Scopo della Meccanica
Statistica dell’equilibrio é spiegare il passaggio dalla descrizione microscopica alla descizione
termodinamica di un sistema all’equilibrio.

La Meccanica Statistica ¢ basata sull’ipotesi di Gibbs: un sistema all’equilibrio ¢ distribuito
in modo uniforme sulla ipersuperficie dell’energia nello spazio delle fasi. Questa assunzione é
giustificata dall’idea che il sistema dopo un tempo, che pud essere anche molto lungo, rilassa
all’equilibrio, e che I’evoluzione all’equilibrio sia tale che le configurazioni nello spazio delle fasi
che il sistema assume nel corso del tempo si distribuiscono uniformemente sulla ipersuperficie
dell’energia. Intuitivamente questo significa che il punto rappresentativo del sistema nello spazio
delle fasi nel suo moto visita tutto lo spazio delle fasi e rimane in media lo stesso tempo
nell’intorno di ogni punto.

Se si misura un’osservabile f quello che si ottiene come risultato della misura ¢ una media
temporale. Se il sistema si comporta come descritto prima, la sua media temporale puo6 essere
sostituita da una media sullo spazio delle fasi rispetto alla misura microcanonica

T
11—‘/0 f(Stx)dt =< f >me

per T' molto grandi.

Un tale comportamento ¢ caratteristico dei sistemi cosiddetti ergodici.

La nozione di ergodicita si pud formulare per sistemi pit generali dei sistemi di particelle.
Un sistema dinamico & un oggetto costituito da uno spazio delle configurazioni M, una misura
normalizzata su M, u, e una famiglia di trasformazioni S; ad un parametro da M in M, che
conserva la misura p. Nel caso di un sistema Hamiltoniano di N particelle M ¢é la superficie
ad energia costante dello spazio delle fasi a N particelle, u € la misura di Lebesgue, e S; é
I’evoluzione associata all’Hamiltoniana H.



1.1 Nozione di sistema dinamico.

Una terna (M, u, Sy) costituita da uno spazio di misura, da una misura di probabilita e da un
gruppo di trasformazioni continue e con inversa continua, che ha y come misura invariante, si
dice sistema dinamico.

Definizione Data un’osservabile f su M e misurabile rispetto a u, la media temporale é
definita da

F@) = tim = [ f(Sa)dt (1.1.1)

L’esistenza del limite (1.1.1) ¢ data dal teorema di Birkhoff

Teorema 1.1.1. [l limite (1.1.1) esiste quasi ovunque rispetto alla misura p. Inoltre per co-
struzione f ¢ invariante rispetto a Sy, cioé f(Six) = f(x) per ognit, a parte insiemi di misura
nulla. Infine < f >=< f >, dove il simbolo < - > indica la media rispetto alla misura y,
< g>= [, 9dp.

1.2 Criteri di ergodicita.

Un sistema dinamico si dice ergodico se
.1
lim — [ f(Swx)dt =< f > (1.2.1)

Quindi per un sistema ergodico la media temporale non dipende dal dato iniziale. Ritornan-
do al sistema di particelle, da qualunque punto nello spazio delle fasi il sistema inizi il suo
moto la sua media temporale sard sempre la stessa. Questo significa che il sistema per essere
ergodico non pud avere moti periodici, non ci possono essere orbite periodiche che descrivano
il suo moto nello spazio delle fasi. Infatti in tal caso si ottengono valori diversi per la media
temporale in dipendenza dall’orbita scelta (e questa dipende dal dato iniziale). La presenza di
orbite periodiche & legata all’esistenza di quantita conservate nel moto, cioé osservabili f tali
che f(Six) = f(x). Ogni osservabile di questo tipo individua una ipersuperficie nello spazio
delle fasi. Queste considerazioni portano ad un criterio per I'ergodicita, che é una definizione
equivalente di ’ergodicita

Teorema 1.2.1. Un sistema & ergodico se e solo se ogni funzione invariante & costante.

Dimostrazione. La prova é semplice. Supponiamo che il sistema é ergodico; poiché f & invariante
la sua media temporale coincide con il valore della funzione lungo il moto, ma poiché il sistema &
ergodico questo valore non dipende da x e quindi la funzione ¢ costante. Viceversa supponiamo
che ogni f invariante ¢ costante e proviamo che il sistema é ergodico. Ragionando per assurdo
se non vale I'ergodicita esiste almeno una funzione tale che f dipende da x. Ma f ¢ invariante
e quindi si contraddice I'ipotesi. O

E’ molto facile fare un esempio di sistema non ergodico: una catena di oscillatori armonici.
Ci sono tante grandezze conservate quanti sono i modi normali. Invece é molto difficile fare un
esempio di sistema ergodico (biliardo di Sinai).



Esempio 1.2.1. Esempio: rotazione uniforme sul cerchio

Un esempio di sistema ergodico unidimensionale é il sequente: sia M il cerchio di raggio 1;
M= {y:y=e> x¢cR}. Lamisura p ¢ data da dx/2mw. Il gruppo delle trasformazioni
¢ il gruppo delle traslazioni discrete sul cerchio, di parametro o € R: Sqy = e2™i@+a)  Ge ¢
¢ irrazionale il sistema dinamico é ergodico. Infatti sia f una funzione sul cerchio invariante
sotto S. I coefficienti di Fourier fi di f(y) e di f(Say) devono coincidere da cui

2 dx ) 2w dr )
@b —2mikx _ —2mik(z—a)
e x) = e x
/0 27 f@) /0 27 f@)
per ogni k. Questa condizione & verificata, per a irrazionale se e solo se fk =0 per ogni k # 0.
Quindi f é una costante.

Un’altra criterio di ergodicita é basato sulla nozione di indecomponibilita metrica.

Definizione Un sistema dinamico si dice metricamente decomponibile se esistono due
sottinsiemi di M, My e M>, invarianti e di misura positiva tali che My U My = M.

Teorema 1.2.2. Un sistema dinamico é ergodico se e solo se é metricamente indecomponibile.

Dimostrazione. a) supponiamo che il sistema sia decomponibile e mostriamo che necessaria-
mente non é ergodico. Per ipotesi esistono due insiemi M; e My invarianti di misura
positiva tali che M = My U M,. Costruiamo la funzione

f(x) bowelh (1.2.2)
xT) = , 2.
0, ze€ M
La media temporale di f cosi costruita € tale che
_ 1 ze M
) = 1.2.3
fla) {0 o (123

e quindi il sistema non pud essere ergodico, perché f € invariante e non costante allo stesso
tempo.

b) supponiamo che il sistema non é ergodico e proviamo che necessariamente ¢ decomponibile.
Per ipotesi esiste una funzione invariante che non é costante, chiamiamola g. Costruiamo
due sottoinsiemi di M

My =A{z:g(x) <k} M{z:g(z) >k}

Poiché g ¢ invariante i due insiemi sono invarianti per costruzione. Inoltre la loro unione
¢ M ed ¢é sempre possibile scegliere £ in modo che i due insiemi sono di misura positiva.
Quindi il sistema é decomponibile.

O

Teorema 1.2.3. Un sistema dinamico é indecomponibile se e solo se ogni sottinsieme invariante
ha misura 0 o 1.



1.2.1 Sistemi mixing e Bernoulli.
Una nozione pit forte di ergodicita (nel senso che la implica) é quella di mixing.
Definizione Un sistema dinamico (M, S, 1) si dice mescolante se per ogni coppia di sottin-
siemi di M, A e B si ha
tlim w(StAN B) = u(A)u(B) (1.2.4)
— 00

Una nozione equivalente di sistema mescolante ¢ la seguente.

Definizione Un sistema dinamico (M, S;, p) si dice mescolante se per ogni coppia di funzioni

Jim /M f(Sex)g(@)dp = /Mf (x)dp /Mg(w)du

Per vedere che le due definizioni sono equivalenti basta osservare che se si scelgono come f

misurabili f e g si ha

e g le funzioni caratteristiche degli insiemi A e B, x4, xB la seconda relazione si riduce alla
prima usando le identita

/ xa(@)dp = p(A); / xa(@)x5(@)dp = p(AN B)
M M

Viceversa ogni funzione misurabile si pud approssimare con una combinazione lineare di funzioni
caratteristiche di sottoinsiemi di M.

Una proprieta pitt debole del mescolamento & quella di mescolamento in media:

Tli_r}réojlj/OTdt/ F(Sim)g(x)dp = /f d,u/ g(@)du (1.2.5)

o equivalentemente

T
lim % /D dtp(SiAN B) = p(A)u(B) (1.2.6)

T—o0

Teorema 1.2.4. Il mescolamento in media & equivalente all’ergodicita.

Dimostrazione. Se un sistema & mescolante in media allora per A = B e A insieme invariante
si ha che pu(A) = p?(A) che implica u(A) = 0,1 e quindi I'ergodicita.
Viceversa se il sistema ¢é ergodico, si ha

T
Jim /0 xA(S2)x(x) = p(A)xs()

da cui integrando rispetto a du si ottiene il mescolamento in media.
O

Il significato fisico e lorigine del nome di mescolamento sono date dal seguente esempio.
Sia M un contenitore pieno di due liquidi, 1 e 2, 1 occupa il 20% e 2 il restante 80%. Sia
A la regione occupata dal liquido 1 inizialmente (quindi u(A) = 1/5) e B una qualunque
parte del contenitore. Agitando il contenitore i due liquidi cominciano a mescolarsi. Detta S;
I’evoluzione indotta dall’agitare il contenitore, consideriamo %. Nel limite ¢ — oo si ha

che % — wu(A) per ogni B e questo significa che in ogni parte B ¢’¢ una porzione di

liquido 1 pari al 20%, cio¢ i due liquidi sono completamente mescolati.



Osservazione 1.2.1. La rotazione uniforme sul cerchio per « irrazionale é ergodico ma non
mizing. Infatti sia A un arco di circonferenza e St il suo shift di . La sua intersezione con
un arco fissato sara a volte vuota a volte positiva.

Esempio 1.2.2. Sistema di Bernoulls.

Successione infinita di 0 e 1 generata dai valori di testa e croce nel lancio ripetuto di una
moneta (o pari e dispari alla roulette).

Per descrivere questo come un sistema dinamico si costruisce lo spazio M come lo spazio di
tutte le possibili successioni

M:ﬁmu

La misura pn su M é costruita assegnando misura 2% all’insieme A(x;, - - - 4, ) dove

Ay - i) ={x 2 20y = 04y -+ iy, = Ok}

ctoe l'insieme delle successioni x € M tali che gli elementi di indict i1, --- , i, hanno i valori
iy - Oy -
Tutti gli altri sottoinsiemi misurabili sono ottenuti costruendo la o-algebra generata dagli
insiemi cilindrici.
T trasformazione di M in se definita come

(Tx); = it

T sposta ogni elemento nel successivo. T ¢ invertibile e conserva la misura p(T(A)) = pu(A).
Se A ¢ un insieme cilindrico questo & ovviamente vero perché conta solo il numero di elementi
per determinare la misura. Questo sistema dinamico si chiama schema di Bernoulli (%, %) Si
dimostra che esso & mescolante con velocita di mescolamento infinita nel senso che esiste N
tale che per ogni n > N

W(T"AN B) = u(A)u(B)

mescola in un tempo finito e quindi con velocita infinita.
Dati A e B due cilindri, T(A) é ancora un cilindro e per N sufficientemente grande le basi
di TN (A) e B diventeranno disgiunte. La misura di due insiemi disgiunti ¢ il prodotto.

Esempio 1.2.3. Biliardo.

Tavolo con ostacoli, un punto materiale urta con gli ostacoli e con le pareti del tavolo ela-
sticamente. Spazio delle fasi q,0 con g € T e 6 € [0,2n] angolo che determina la velocita . Sy
é la soluzione delle equazioni del moto.

Diffusione:

D:/ﬁ/@@wwmﬂ

cost e sinf devono mescolare velocemente in modo da far convergere l'integrale.

Si pud costruire una partizione dello spazio delle fasi in due parti( ad es. secondo il segno
della velocita ). Fissato un intervallo di tempo, t, si osserva il moto a multipli di t. Si ha una
successione di 0, 1 a seconda di dove si trova il punto al tempo kt. Si dimostra che é possibile
dare una partizione e un collegato sistema dinamico di sequenze che é uno schema di Bernoulli.
Questo implica tra l'altro l’ergodicita del biliardo.






Capitolo 2

Equivalenza degli Ensembles e Limite
Termodinamico

Come ¢é noto lo scopo della meccanica statistica é quello di derivare le proprieta termodina-
miche della materia a partire dallo studio dell’interazione dei suoi atomi e delle sue molecole.
Questo fine viene perseguito utilizzando strumenti matematici di tipo statistico. L’indagine
meccanico-statistica di un sistema di particelle viene compiuta secondo la seguente procedura.
Si considera un sistema costituito da un numero finito di N particelle, confinate all’interno di
una regione limitata A C R? (d ¢ il numero di dimensioni dello spazio dove vivono le particel-
le). Si assegna il potenziale d’interazione tra le particelle. Questo definisce, almeno in linea
di principio, ’evoluzione temporale microscopica del sistema. La meccanica statistica subentra
in questa descrizione mediante la scelta di una opportuna misura di probabilita (ensemble),
scelta che dipende dal tipo di rapporto esistente tra il sistema ed il mondo esterno. Esistono
tre differenti misure di probabilita: I’ensemble microcanonico, I’ensemble canonico e ’ensemble
grancanonico. L’ensemble microcanonico rappresenta la misura di probabilita corretta per un
sistema di particelle isolato energeticamente dal resto dell’'universo e con un numero di parti-
celle costante nel tempo. L’ensemble canonico deve invece essere utilizzato per descrivere un
sistema di particelle con un numero di particelle costante nel tempo e a contatto con un reser-
voir termico che ne mantiene la temperatura costante. Infine ’ensemble grancanonico é adatto
alla descrizione di un sistema di particelle a contatto con un reservoir termico permeabile al
passaggio di particelle. Questi tre ensembles sono definiti pensando il sistema confinato nella
regione A e pertanto producono valori d’aspettazione differenti per una medesima osservabile.
Questi valori d’aspettazione dipendono ovviamente dalla regione A e tale dipendenza si verifica
per ogni tipo di osservabile (sia essa intensiva oppure estensiva), essendo dovuta alla definizione
stessa delle misure. Cid non pud essere considerato fisicamente corretto, in quanto in natura il
comportamento di un volume di materia macroscopico non dipende in generale dalle dimensioni
o dalla forma del volume. Ne segue che

1. a volume finito non é possibile riprodurre correttamente la termodinamica del sistema.
2. a volume finito i tre ensemble non sono equivalenti.

L’unica possibilitd per realizzare il programma della meccanica statistica consiste nel con-
siderare le distribuzioni delle osservabili nel limite in cui il sistema occupa tutto lo spazio R?,
noto tecnicamente come limite termodinamico. In altre parole per produrre risultati fisicamen-
te corretti si calcolano i valori medi delle osservabili a volume finito in un dato ensemble e
quindi si esegue il limite termodinamico. A tal fine & pero indispensabile conoscere sotto quali

10



condizioni esistono i limiti termodinamici dei valori d’aspettazione delle osservabili nei tre en-
sembles (problema dell’esistenza del limite termodinamico) ed in quali condizioni tali limiti non
dipendono dall’ensemble inizialmente adottato (problema dell’equivalenza degli ensembles). La
teoria che vogliamo discutere ha a che fare con questi due problemi. Il programma che essa
svolge puo essere riassunto brevemente come segue. Si dimostra 'esistenza del limite termodi-
namico nell’ensemble microcanonico. Si utilizzano i risultati ottenuti per dimostrare ’esistenza
del limite termodinamico nell’ensemble canonico. Si utilizzano i risultati ottenuti negli ensem-
bles microcanonico e canonico per dimostrare I’esistenza del limite termodinamico nell’ensemble
grancanonico. Quindi si esegue l'identificazione dei potenziali termodinamici (che sono 'oggetto
del limite) ed infine si dimostra 1’equivalenza degli ensembles nel limite termodinamico. Per
I'esistenza del limite termodinamico € essenziale fare delle ipotesi sul potenziale di interazione.

2.1 Potenziali stabili.

Per avere un corretto comportamento termodinamico del sistema si richiede:
1. che le particelle non si addensino sul bordo del contenitore

2. che non si creino agglomerati di particelle ad alta densita, cioé bisogna escludere situazioni
cosiddette di collasso in cui ci sono infinite particelle in un volume finito.

La situazione 1) si pud verificare se il potenziale ha una parte positiva (repulsiva) all’infinito,
per cui si richiede un opportuno decadimento a zero con la distanza (temperatezza)

La situazione 2) si verifica invece quando il potenziale & troppo attrattivo, sia a corte che a
grandi distanze. Una condizione detta di stabilita viene introdotta per controllare questi effetti
attrattivi. Un esempio di potenziale (energia potenziale) ragionevole dal punto di vista fisico é
un potenziale centrale a coppie ¢(|g; — g;|)

s

[l

Figura 2.1: Tipico potenziale centrale a coppie che da un corretto limite termodinamico.

Considereremo solo potenziali a coppie centrali:

N
Ulgr-an) = Y ¢(lai — gj)

i,j=1
1<J

11



Definizione Un potenziale si dice temperato se
o(r) <er @ (2.1.1)
per r grandi con a > d

Per comprendere il significato di questa condizione consideriamo ’energia media d’intera
zione di una particella con le altre distribuite uniformemente con densita p a distanza r > D

oo
p/ o(|z))de < cp/ |z|~*d% = cp/ rrddr < oo
|z[>D |z|>D D

La condizione di decadimento (2.1.1) ¢ tale da rendere I’energia media d’interazione considerata
prima finita.

Un potenziale che non ha parte positiva all’infinito & temperato. Ad esempio il potenziale
di Van der Waals o un potenziale a range finito (che ¢ zero per |z| > R).

Definizione Un potenziale si dice stabile se
U(qr....qn) > —Nc (2.1.2)
per ogni N e per ogni configurazione (q....qp).

Questa condizione ¢ sufficiente ad assicurare che la funzione di partizione gran canonica ¢

finita. Infatti
= — dqi...dqn exp —BU
Qa ZN!/AN q1-..dgy exp —f
N=0
Usando la stima di stabilita per il potenziale si ha
N
Qa < Z ﬁ‘A‘ exp N Sc = exp[z|A| exp B¢].
N=0

La stima lineare in N per ’energia potenziale é essenziale: si pud mostrare che la condizione di
stabilita & necessaria, in una classe ragionevole di potenziali, per la convergenza della funzione
di partizione.

Osservazione 2.1.1. 1] fatto che la funzione di partizione gran canonica é infinita a volume
finito significa che la probabilita di trovare un numero finito di particelle in una regione finita &
Z€T0.

Un esempio di potenziale non stabile ¢ il seguente: consideriamo un potenziale centrale a
coppie tale che

/¢(y)dy <0

Mostriamo che la funzione di partizione gran canonica é infinita.
Sia A C R tale che |A| < co. Per la convessita dell’esponenziale si ha

1
Ay /AN dgr...dgne PU(@LaN) > exp{—mﬁ)N/AN dqi1...dgnU(q1, ...,qN)} =(2.1.3)

1,N
— e [ danedin Y- ol -} - (2.1.4)

i<j
1,N
- exp{—mBN; [ dredanolls - o)} - 2.15)
3 N(N -1
= eXp{_|A2(2) /AxA dqdga(|qr — Q2)} (2.1.6)
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Figura 2.2: Potenziale non stabile: ad esso corrisponde una funzione di partizione grancanonica
Q divergente.

Se A ¢ una regione molto grande, ma limitata, |¢g1 — ¢2| assume valori su un intervallo molto
grande del semi asse reale positivo, e quindi, data la forma del potenziale, risulta che esiste un
Ay tale che per ogni A > Ag si ha ﬁ Jaz d1dq2U (|1 — q2|) = —k < 0. In definitiva

- —BU(q15-,an) > PR NN — 1 01
AN /AN dqi...dgqne > exp{A22 ( ) (2.1.7)
Ne segue che
’ i NUIAY Jaw =
> jv"A’NeXp{BzN(N - 1)} = +oo (2.1.8)
N=0 """

La conclusione é che ci deve essere un bilanciamento tra la parte attrattiva e quella repulsiva
del potenziale per evitare situazioni patologiche dal punto di vista termodinamico.

Il seguente teorema da delle condizioni sufficienti per la stabilita. L’idea é che affinché un
potenziale sia stabile serve che esso non sia troppo attrattivo a lunghe distanze e sia abbastanza
repulsivo a corta distanza. Non diamo la dimostrazione: si trova sul libro di Ruelle.

Teorema 2.1.1. Un potenziale a coppie ¢(|z|) limitato dal basso é stabile se diverge in modo
non integrabile in 0 e se & sommabile all’infinito.

In altri termini

o(|zl) = o1(lz]) [z <1 d(lz]) = —ga(lz]) |z =72

con 0 <7y <1y e @1, ¢po due funzioni positive decrescenti tali che
T1 o
/ o1 ()t dt = +o0; / Po ()t Ldt < oo
0 T2

Un potenziale ¢ tale che ¢1 = ¢po = |x|“, con o > d ¢é stabile. Il potenziale di Van der Waals
é stabile.

Osservazione 2.1.2. L’energia potenziale dovuta all’interazione gravitazionale é instabile.
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2.2 Limite termodinamico.

Definizione (di successione di van Hove) Una successione di insiemi Ay di R? diventa
infinitamente grande nel senso di van Hove se

) N
lim N!(k) =00, lim = (k)

=1 221

per ogni ¢, dove Ni(k) & il numero di tessere di lato ¢ contenute in Ay e N(k) ¢é il numero di
tessere di lato e che hanno intersezione non vuota con Ay

Diamo ora la dimostrazione dell’esistenza del limite termodinamico per la funzione di par-
tizione canonica, per una opportuna classe di potenziali. Consideriamo un potenziale a coppie
con hard core di raggio Ry, range finito b e limitato dal basso.

]

Iy |

-

PoEnziale i van Hove

Figura 2.3: Il potenziale considerato diverge per r < rg; viene detto di “hard core’perché
rappresenta l'interazione tra “sfere dure’di raggio r¢/2, non compenetrabili.

00 r<ro
d(r)=<¢<0 ro<r<b
0 r>b

Consideriamo la funzione di partizione canonica Z associata a questa interazione, in un volume
finito A. Vogliamo mostrare che esiste il limite

1
A +log Za(p, B) (22.2)

Scegliamo una particolare successione di volumi Aj cosl costruita: il primo elemento della
successione ¢ un cubo di volume A;. Ritagliamo un contorno di spessore 7 intorno al bordo.
N; particelle sono messe all’interno e non vi sono particelle nel contorno. Il secondo elemento
della successione ¢ costruito traslando in ogni direzione il cubo A col suo contorno; si ottengono
cosi 27 cubi ciascuno col suo contorno che costituiscono un cubo As di volume |As| = 2¢|A1| con
dei corridoi al suo interno di spessore g e un contorno di spessore 5. Le particelle non possono
stare nei corridoi e nei contorni esterni. Il numero di particelle in Ay é 29Ny in modo da tenere la
densita costante. Iterando il procedimento si ottiene una successione Ag. Ora bisogna valutare

la funzione di partizione Zj, = Zj, per ogni elemento della successione. Si vuole provare un
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andamento esponenziale nel volume per Zi. Questo é equivalente a mostrare una proprietd di
fattorizzazione del tipo Zy ~ Z} In L’idea é di confrontare la funzione di partizione nel cubo

Aky1 con quella nel cubo Ay e ottenere una stima del tipo Zgy1 > Z,%d. Prima di tutto per
fattorizzare bisogna eliminare 'interazione tra cubi diversi. Poiché l'interazione é attrattiva per
particelle appartenenti a cubi diversi si minora eliminando queste interazioni. Inoltre si minora
ulteriormente restringendo 'integrazione alle configurazioni in cui ci sono Ny particelle in ogni
cubo. In questo modo la funzione di partizione si puo riscrivere come un prodotto di funzioni di
partizione nei cubi Aj. Ma ci sono tanti termini di questo tipo quanti sono i modi di suddividere
le particelle nei cubi pit piccoli. Il numero di modi di disporre Nj particelle su un totale di
N4 in 24 cubi ¢ (Qde)!/(Nk)IQd. Combinando questo fattore con +—— in Zj 1 si ottiene la

1
. Nii1!
stima

Zi1(p: B) > [Z(p, )

Definiamo ’energia libera a volume finito
1
Je = 1—logZy (2.2.3)
Ay

Si ha 1 1
= 10gZks1 > ———10gZ%" = fp.

La successione f; ¢ quindi monotona crescente. Se proviamo che & anche limitata dall’alto é
convergente e questo equivale all’esistenza del limite termodinamico della funzione di partizione.
La stima dall’alto ¢ fornita dalla proprieta di stabilita del potenziale considerato. Infatti

1 Ni

Zi(p; B) < 371 Akl™* exp BNge

k-
dove c & la costante che entra nella condizione di stabilita . Per l’energia libera si ha, usando
I’approssimazione di Stirling logN! ~ NlogN — N,

fr < plBc+log|Ak| —log Ni, + 1] < o0
perché il limite é preso tenendo costante la densita .

Osservazione 2.2.1. Per estendere la dimostrazione precedente ad una successione di cubi
senza le cornici, st pud procedere cosi: si minora considerando solo le configurazioni in cui
le particelle non st trovano nelle cornici. In questo modo a destra della disequaglianza si ot-
tengono le funzioni di partizione relative ai quadrati con le cornici, che differiscono da quelle
senza cornici per termini di superficie (questo va provato). Dividendo per il volume nel limite
termodinamico questi termini vanno a zero.

L’energia libera f(p, 8) = limg_o fx ¢ legata all’energia libera di Helmotz per particella 1
dalla relazione %f(p, B) = —B(v, B), dove % =veVW(V,T)=U-TS, %\IJ(V, T) = 1. L’energia
libera di Helmotz & legata alla compressibilita K; ' = —Vg—‘lj dalla relazione —% = (VK L.
poiché per ragioni fisiche la compressibilita deve essere positiva ’energia libera deve essere
convessa nel volume. L’energia libera f che abbiamo costruito come limite termodinamico deve

quindi essere concava come funzione di p.
Osservazione 2.2.2. Se h(v) = %g(p) e g ¢ una funzione convessa di p anche h & una funzione

convessa di v.
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Per definizione una funzione continua g € concava se
glar+ (1 —a)x’) > ag(z) + (1 — a)g(2') (2.2.4)

con « € [0, 1].

Basta dimostrare che, fissati arbitrariamente x1,29 € R la disuguaglianza di concavita
vale per o = 1/2. Infatti sfruttando questo risultato si dimostra per induzione che la stessa
disuguaglianza vale per « diadico razionale, cioé per «a della forma

25 +1

T ke N e j=0,1,...,2" -1 (2.2.5)

Mostriamo come esempio come si passa da o = % ad a = %.
Supponiamo che la (2.2.5) sia vera per a = % ed ogni coppia x,2’. Fissata una coppia, la
stessa diseguaglianza sara valida per la coppia 2”7, 2" con z” il punto di mezzo del segmento di

estremi x, 7’

g(az” + (1 - a)z’) > ag(a”) + (1 — a)g(a’) (2.2.6)
Osserviamo che possiamo rappresentare il punto di mezzo del segmento x”, 2, 2z, come z =
az” +(1—a)z’ con a = 3 oppure z = az+ (1 —a)z’ con a = 3. Abbiamo anche 2” = s+ 2.
Da cui,
1 b 1 /
9(z) = 59(1’ )+ 59(95 )

Infine la validita della diseguaglianza si estende ad ogni a € [0,1] sfruttando la superiore
semicontinuita della g(z).

Vogliamo provare che l'energia libera (per volume) f é concava in p mostrando che, per ogni
coppia di valori della densita , si ha

S > Jipn) + f(pa)]

Siccome f & ottenuta come limite delle fi, ritorniamo a considerare il caso di un volume
finito. Fissiamo un volume Ny e prendiamo un numero di particelle Ny, 1 = 2971 [NL + N2 ] e
ne poniamo N} nella meta dei 2¢ cubi Ay e N2 nell’altra meta . Nk /|Ax| = p1 e NZ/|Ag| = po.
Inoltre Ngi1/|Ag+1| = %ﬂ. Ragionando come nella dimostrazione del limite termodinamico
si ottiene la diseguaglianza

pP1+ p2
2

Fir (P 2) 2 S 1filon) + i)

Passando al limite si ottiene la proprieta di concavita desiderata.
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2.3 Equivalenza degli ensembles.

La prova dell’equivalenza degli ensembles é basata sull’esistenza del limite termodinamico. Si
procede dimostrando l’esistenza del limite termodinamico in ciascun ensemble, ottenendo i
relativi potenziali termodinamici, che andranno poi identificati con I’entropia, l’energia libera
e la pressione. Come conseguenza dell’esistenza del limite termodinamico si trovano anche le
relazioni tra tali potenziali in modo da ricostruire correttamente la termodinamica. Infine il
metodo usato per provare 'esistenza del limite termodinamico serve anche per provare che le
fluttuazioni (di energia nel canonico e di densita nel grancanonico) vanno a zero.
Determiniamo la relazione tra entropia e energia libera. L’argomento euristico ¢ il seguente.

1
Zn(p:B) = 35 /AN dq...dgn exp —BU(q1...qN)

Riarrangiando l'integrale sulle configurazioni mettendo insieme tutte le configurazioni che
hanno la stessa energia si ha

kl

Za(p, B) = / deexp —feA— /5 ~qn) = eM)dqi...dgy
7kA

dove limp_, o k‘j\ = oo. Assumendo l'esistenza del limite termodinamico nel microcanonico, si

ha che l'integrale é legato all’entropia da

N1 /(5 .qn) = eN)dqy...dg, ~ exp As(p, e)
da cui
kA
Zn(p, B) ~ / | deexp —Alfe —s(p, )]
7kA
Per A grandi 'integrale si concentra sui valori di energia che rendono minimo I’esponente

[Be — s(p,e)] (metodo del punto di sella). In conclusione, passando al limite per A che tende
all’infinito si ha per ’energia libera

F(p, B) = sup(s(p, e) — fe) (2.3.1)

In altri termini, I’energia libera é la trasformata di Legendre dell’entropia rispetto all’energia.
L’estremo superiore esiste perché ’entropia microcanonica é concava come funzione dell’ener-
gia. Questa proprieta di concavita dell’entropia discende dalla prova dell’esistenza del limite
termodinamico microcanonico, analogamente a quanto detto sopra per il caso dell’ensemble
canonico.

Inciso

Definizione di trasformata di Legendre.

Sia f(z) una funzione convessa, si chiama trasformata di Legendre e si denota con f*(p)

[*(p) = St;p(pa: — f(=)

da cui la relazione
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Dal punto di vista grafico, si tracci una retta tangente a f(z) in un punto zy di pendenza p: il
valore di f*(p) ¢ la massima distanza tra la retta e la funzione. f*(p) ¢ a sua volta convessa e
la trasformata di Legendre di f*(p) & f(z). Inoltre

d d

ar (z) = [d*pf*(p)]_l

La definizione si pué estendere al caso di una funzione convessa in senso generalizzato in cui
la derivata prima puo’ essere discontinua.

Supponiamo per il momento che I'estremo superiore venga raggiunto per un solo valore
dell’energia, che chiamiamo e.

Una immediata conseguenza della (2.3.1) é la relazione % = (3, dove la derivata é valutata
nel valore di e in cui é raggiunto il sup. Inoltre il fatto che I'energia libera ¢ la trasformata di
Legendre rispetto ad e di una funzione concava implica che essa € concava rispetto alla variabile
coniugata all’energia,cioé¢ 5. Possiamo quindi invertire la trasformata di Legendre e ottenere
I'entropia come funzione dell’energia ( e della densita )

s(p,€) = Slﬁlp(ﬁe + f(p.B)) (2.3.2)

da cui per il valore dell’energia che determina il massimo, €, si ha la relazione of (gp B — g

Se si parte dalla funzione di partizione gran canonica, si ottiene la relazione tra pressione
ed energia libera. Identificando la pressione termodinamica P come

BP(= ) = lim |i| log Q. 6). (2.33)

Ragionando come nel caso precedente si ha, tramite ’utilizzo del metodo del punto di sella:

BP(z,B) = Sl;p(ﬁplogz + f(p, B)) (2.3.4)

Inoltre, detto p il valore in cui é assunto il massimo, si ha la relazione %‘Z’B) =

—log z. Tutte
le altre relazioni termodinamiche si ottengono a partire da queste.

Rimane il problema della identificazione dei potenziali termodinamici. Infatti la funzione
determinata come limite termodinamico nel microcanonico ¢ identificata con I'entropia termo-
dinamica, dopo aver identificato la temperatura, usando il primo principio. Poiché ds/de = 3
per un cambiamento infinitesimo nello stato a volume specifico costante si ha T'ds = de, da
cui si vede che s pué differire dall’entropia per una funzione che dipende dalla densita al piu’.
Quindi bisogna lavorare nel canonico o meglio nel grancanonico. Il modo logicamente corretto
di procedere ¢ il seguente: partire dal grancanonico, identificare indipendentemente la pressione,
poi usare la relazione termodinamica con l’energia libera per identificare quest’ultima e infine
identificare ’entropia come trasformata di Legendre dell’energia libera.

Identificazione della temperatura.

E basata sulla nozione intuitiva che mettendo due corpi in contatto essi all’equilibrio devono
avere la stessa temperatura. Usando % = f e il fatto che all’equilibrio ’entropia complessiva

del sistema deve essere massima, si identifica 8 con l'inverso della temperatura.

Identificazione della pressione.

Consideriamo una scatola A e un contorno AA di spessore infinitesimo, A UAA = A’.
Riscriviamo la funzione di partizione grancanonica in A’ come
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[e.e]

1
Z anmm dqy...dgy / dqn+1---dGn+m €Xp _BU(QI"'QTH-m)
n=0,m=0 e JAn AA™

La funzione di partizione in A é la somma in cui m = 0. La quantita

QAZJ?AAILA_AQA (2:3.5)

¢ la probabilita rispetto alla misura gran canonica di avere almeno una particella in AA. Se lo
spessore AA ésufficientemente piccolo nella somma contribuiscono solo le configurazioni con 1
particella in AA (le altre hanno probabilita che va a zero). Quindi si ha per tale probabilita
I’espressione

o0 Zn—l—l
Qy/ / dq/ dqi...dqn exp —BU(q, q1.--qn —/ dgn(q
A 7;0 n! AA n ( ) AA ( )

dove n(q) ¢éil numero medio di particelle nel volumetto dg centrato in ¢ rispetto alla misura
gran canonica.
Mandando a zero il volume di AA, si ha

/ dgn(q) — [ do(g)n(q)
AA OA

dove OA ¢ la superficie di A e do é I’elemento infinitesimo di superficie.
Dividendo per il volume di AA si ha un’espressione per il rapporto incrementale del logaritmo
di @ rispetto ad un incremento infinitesimo del volume, cioé

A log QA o faA dU(Q)n(Q)

im
AlAl—0  AJA] faA do(q)

La successione ottenuta dei rapporti incrementali facendo crescere A ha lo stesso limite della
successione delle funzioni per cui

i 08 @a _ Joadola)n(a)
IAloo A faAdU(Q)

L’espressione che compare a destra della (2.3.6) ¢ uguale a 5P, vedere ad es. Presutti, Lezioni
di Meccanica Statistica 1995.

(2.3.6)

2.3.1 Fluttuazioni

La probabilita di un sottiensieme di configurazioni A rispetto alla misura canonica a volume
finito A ¢ data da Zx[A]/Zx dove Zp[A] ¢é definita come

ZA(P:ﬁ)A = Zn(p,B) = j\lﬂ/Adql...dqn exp —BU(q1...qn)

Z[A] si pu6 interpretare come una funzione di partizione parziale nel senso che non si integra
su tutte le possibili configurazioni del sistema ma solo su un sottinsieme A.

Anche la funzione di partizione parziale ha un andamento esponenziale in A per grandi
A, perché si applicano gli stessi argomenti usati per provare il limite termodinamico per Z.
Consideriamo come insieme A 'insieme delle configurazioni tali che I’energia per unita di volume
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U/A sia minore di € — ¢ per ogni § positivo, dove € é I’energia termodinamica. Possiamo quindi

dire che
Zp[A] ~ eXpAsug(S(p, e) — Be)
ec
dove I = [—o0, & — §]. La probabilita che U/A sia minore di e — § & allora data da

ZA[A]/Za(p, B) ~ exp Alsup(s(p, €) — Be) — sup(s(p, €) — Be)]
e€l eeR
Poiché I'estremo superiore su un sottinsieme ¢ in genere piu’ piccolo dell’estremo superiore su
tutto 'insieme tale probabilitd va a zero per A che tende all’infinito. Per lo stesso motivo va
a zero la probabilita che U/A sia maggiore di € + § per ogni 0 positivo. In conclusione nel
limite A che tende all’infinito ’energia per unita di volume assume lo stesso valore per tutte le
configurazioni e questo valore ¢ il valore dell’energia che caratterizza lo stato nel microcanonico.

2.4 Transizione di fase.

La concavita dell’energia libera non implica che la funzione abbia un unico punto di massimo.
Pué infatti accadere che f come funzione di p abbia dei tratti rettilinei. Cominciamo ad
esaminare ’entropia come funzione di e. Supponiamo che ’entropia abbia un tratto rettilineo.
Siano e_ ed e i valori estremi dell’intervallo in cui I’entropia ¢ lineare. Se si guarda al grafico
di s(p,e) — Pe, si ha che la funzione raggiunge il massimo non in un punto, ma sull’intervallo
[e—,e4], in cui quindi risulta costante.

L’energia libera pud ancora essere costruita come trasformata di Legendre, ma in tal caso
la funzione sara solo concava in § e non avra derivata seconda. Infatti I’energia interna risulta
una funzione discontinua di 8 con un salto pari a rispetto ey — e_. Per vederlo si ragiona cosi:
se 3 < [ ¢ tale che il massimo ¢ raggiunto in un solo punto e(p, 8’), allora per la concavita
dell’entropia si avra e(p, ') > e;. Analogamente se 37 > 3 ¢ tale che il massimo ¢ raggiunto in
un solo punto e(p, 57) allora e(p, 37) < e—. Poicheé 3’ e 87 possono essere scelti arbitrariamente
vicini a 3, Penergia ha un salto di e; —e_, che rappresenta il calore latente per unita di volume.
Di conseguenza, poiché I’energia interna é la derivata rispetto a 5 dell’energia libera, si ha che
f(p, B) ha derivata discontinua in .

In conclusione, ci possono essere situazioni in cui lo stato temodinamico non ¢& caratterizzato
da un unico valore del parametro, ma c¢’é un intervallo di valori che corrispond fisicamente ad
una situazione di coesistenza di due fasi termodinamiche con valori dell’energia interna e ,e_.

Analizziamo ora l'energia libera come funzione di p. Se c¢’é una parte piatta nel suo grafico
rispetto a p, la funzione pu + f(p, 5) & costante (e assume il massimo) in un intervallo [p_, p4].

Questo significa che la densitd come funzione del potenziale chimico p é discontinua. Di
conseguenza la derivata della pressione rispetto alla densitd ¢ discontinua in u. Ancora una
volta si @ in presenza di coesistenza di due fasi termodinamiche corrispondenti a densita [p_,

p+]-

Per comprendere a quale fenomeno fisico corrisponde la coesistenza di fase, consideriamo

la pressione come funzione del volume specifico v = p~L.

La pressione come funzione di V'
¢ continua. Il salto nella densitd al variare del potenziale chimico appare nel grafico di P
come una parte piatta (questo perché p ¢ piatto in funzione di p in presenza di coesistenza).
L’apparire della coesistenza dipende dal valore della temperatura. Se consideriamo un gas ad

una temperatura 7' opportunamente bassa e lo comprimiamo il gas raggiunge una certa densita
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Figura 2.4: Energia libera e pressione in presenza di una transizione di fase.

p—. Se compresso ancora, la pressione rimane costante ma il gas comincia a condensare fino
a diventare liquido ad una densita pia grande py. Si é quindi in presenza di una transizione
di fase gas-liquido. I valori della densita intermedi ap_ + (1 — a))p4 corrispondono ad uno
stato miscela con una percentuale o di gas e 1 — a di liquido. Questo fenomeno appare per
temperature T' < T,.. Per temperature maggiori il gas per quanto compresso non diventa liquido
e le isoterme diventano le iperboli del gas perfetto.

T=Te

T=T:

T<Ts

fie-

W e Vg
v

Figura 2.5: Isoterme per T' > T, T = T,, T > T, nel piano pv, dove v = 1/p, volume specifico.
Al di sotto di T, compaiono due valori di v, vy, e vg, tra cui p € costante e si ha transizione.
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Osservazione 2.4.1. In questo tipo di transizioni di fase c’é¢ anche presenza di calore latente
A = Tds, dove \ ¢ lenergia liberata (od assorbita) in una transizione di fase A = ey —e_ +
P(’U_l,_ — U_).
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2.5 Gas reticolari. Modello di Ising

Consideriamo ora il gas reticolare che ¢ un modello estremamente semplificato che per6 presenta
proprieta interessanti in meccanica statistica, in particolare si hanno fenomeni di transizione di
fase per questo modello. Esso e’ la versione discreta di un sistema di N particelle interagenti in
un sottinsieme A di R%. Consideriamo un potenziale a coppie e un energia di interazione della
forma:
Ulqrqn) = > 6(lai — g51)-
1<)

La funzione di partizione gran canonica e’
= 1
Qa(B.) = P /A dqu...dgn exp —BU q1..-q)
n:O . n

Consideriamo una partizione di R? in cubi di lato 1 (ci6 corrisponde ad aver fissato 1'unita
di misura uguale alla lunghezza del lato). Supponiamo che in ogni cubo sia presente al pit una
particella e che I'interazione fra particelle non vari in modo significativo all’interno dei cubi. In
questo modo stiamo costruendo un reticolo Z? formato dai centri dei cubi. Una configurazione
del sistema di particelle ¢ determinata assegnando la variabile numero di occcupazione in ogni
cubo. Quindi una configurazione ¢ una funzione su Z? a valori 0, 1. Indichiamo con n = {n;};cz4
una configurazione dove n; = 0,1 ¢ il numero di occupazione nel sito ¢. Gli stati di un gas
reticolare sono le misure di probabilita u sullo spazio delle configurazioni {0, 1}Zd.

L’interazione ¢ una funzione ¢y, = |¢(|z — y|)|, 2,y € Z%, ¢ : Z4 — R con 3,50 ¢(|r|) <
00.! L’hamiltoniana ¢ data da

H(n) = —% Z GayNgNy
THY
La presenza del fattore n,n, discende dal fatto che se nel sito ¢ non c’¢ una particella il
contributo all’energia ¢ zero.La somma sulle particelle ¢ diventata una somma sui siti reticolari.
Per costruire la funzione di partizione gran-canonica si osserva che 'integrale sullo spazio
delle configurazioni qj...q, diventa una somma sulle configurazioni n = {n;, ¢ € A} tale che
>, ni = N. In definitiva

Qn(B, 1) = Z exp{fu Z ni + g Z pignin;}
n i i#£j
Notare che il fattore % & scomparso perché in una configurazione n non € detto quali particelle
sono in quali siti.
Un altro caso interessante isomorfo al gas reticolare & un sistema di spin di Ising. In questo
caso la configurazione nel sito i € individuata dal valore dello spin ¢; che pué assumere valori 1
e —1. L’energia associata alla configurazione o &

1
H(o) = —5 Z Jijoioj — Z hio;
1#] i
dove h; ¢ il campo magnetico locale. L’isomorfismo si ha mediante la seguente identificazione:

1—o0;
n; = 5

n tal modo ¢ soddisfatta la condizione di temperatezza (2.1.1).
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Si ha

2 an + % Z Pijnin;
i

i

' ifj
=L |A| - Z a 2+ Z%
Z#J
—55 Z%(Z bij) + %i > ¢ijoio;
i JuiA] i#j
1
g+ Z P05 Jij = Z(bij

J:0#g
Il conto precedente ci dice che la funzione di partizione gran canonica del gas reticolare diven-
ta la funzione di partizione di un sistema di spin sul reticolo con un numero di spin fissato
("canonico").
Usando la relazione tra le funzioni di partizione si mettono in corrispondenza le altre
grandezze termodinamiche

Bp(u,5) = lim L logQn = ~B[f +ht 3 3 b

oo A
J 0#j
dove !
= lim —logZ
f(h,B) = lim —+log
Per la densita e la magnetizzazione si ha
1
p=5ll-m
Per la compressibilitd e suscettivita
Kp——tWV _ 100 10 Om_,0f
TZ="Vap  Rou oz X~ on " a2

2.5.1 Modello di Ising e ferromagnetismo

= —JZO'ZO'] hZ:az

i#]

descrive un sistema di spin ferromagnetico nel caso J > 0, antiferromagnetico nel caso J < 0. Lo
studio del comportamento dei materiali ferromagnetici viene affrontato in Meccanica Statistica

Il modello di Ising

mediante 'uso di tecniche matematiche che consentono di semplificare il problema e al tempo
stesso comprendere qualitativamente i fenomeni fisici caratteristici. Il punto di partenza nello
studio del ferromagnetismo consiste nell’osservare che gli atomi di un solido sono disposti con
regolarita nei siti di un reticolo cristallino e che ciascuno di essi ¢ dotato di un certo momento
angolare (fondamentalmente lo spin, se gli atomi non si muovono troppo dalle posizioni di
equilibrio). Il comportamento ferromagnetico ¢ legato alla distribuzione degli spin. B allora
possibile operare due semplificazioni indipendenti sul sistema. Da un lato si eliminano i gradi
di liberta legati al moto orbitale degli atomi imponendo che essi si mantengano fermi nei siti del
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reticolo cristallino. Dall’altro si riducono i gradi di liberta legati allo spin imponendo che questo
possa assumere soltanto un numero finito di valori. Si ottiene cosi un modello del materiale
ferromagnetico in studio.

Il modello di Ising ¢& specificato dalla scelta del reticolo cristallino, dall’insieme dei valori
consentiti allo spin, e della hamiltoniana che governa l'interazione tra i diversi spin. Si fanno
dunque le seguenti assunzioni

1. il reticolo cristallino & costituito da un insieme A di punti appartenenti allo spazio Z¢ (d
¢ il numero di dimensioni)

2. lo spin o; nel sito 7 pud assumere soltanto i valori o; = +1. In tal modo lo stato micro-
scopico del sistema ¢ completamente definito assegnando una configurazione o = {0; };ea,
cioé una successione di spin su A. Il numero di configurazioni associate al modello &
chiaramente 2/,

3. L’interazione ¢é definita dalla hamiltoniana

HA(O') = *Zhiai* Z JijO'iO'j+WA(O')
icA i,jEA:i#£]

Essa & definita dalla somma di tre termini. Il primo descrive I’ interazione degli spin del
sistema con un campo magnetico esterno h. Il secondo descrive 'interazione tra i diversi spin
del sistema, specificata dalla matrice .J;;. Se risulta J;; > 0 per ogni coppia 4,5 € A allora il
modello descrive un ferromagnete, in quanto l’energia del sistema ¢ minima quando tutti gli
spin sono allineati. Nel caso J;; < 0 per ogni ¢,j € A il modello descrive un sistema detto
antiferromagnetico. Naturalmente sono ammesse situazioni miste. Il terzo termine descrive le
condizioni al bordo (b.c.), cioé I'interazione degli spin che si trovano in A con eventuali spin
che si trovano all’esterno di A.

La descrizione statistica del sistema come per i sistemi di particelle hamiltoniani é data in
termini di distribuzione degli spin di tipo Gibbsiano. La funzione di partizione nell’ensemble

canonico &
ZA(B,h) =Y e PHAl)

e da essa 'energia libera di Gibbs f(3, h) e la magnetizzazione m;(, h), definite dalle relazioni

. 1
f(ﬁv h) = |A1|1£)noo W 10g ZA(B? h)

1
A — i a—BHA(0)
i) = I 7o) ;"Je

Il piu semplice modello di Ising é noto come modello a prossimi vicini e campo magnetico
costante. Esso € definito dalle condizioni

hi=h YieA ; Jij=J seli—jl=1, 0 altrimenti

Sotto queste assunzioni é possibile calcolare esattamente la funzione di partizione nel caso
d = 1 ed il modello ¢ detto esattamente risolubile. Nel caso d = 2 il modello ¢ esattamente
risolto soltanto per h = 0.

L’interesse suscitato dal modello di Ising é dovuto al fatto che esso consente una corretta
descrizione qualitativa delle transizioni di fase ferromagnetiche.
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2.6 Modello di Ising unidimensionale

Consideriamo un modello di Ising unidimensionale formato da N spin con Hamiltoniana (campo
esterno zero)

N-1
Hy(o)=—-J Z 0i0i+1
i=—N

Il modello ad una dimensione é esattamente risolubile, nel senso che é possibile ottenere espli-
citamente l'energia libera come funzione della temperatura nel limite di volume infinito. Per
calcolare I'energia libera, riscriviamo la funzione di partizione usando la relazione

exp|BJo;0;41) = cosh BJ + 00,41 sinh 5
Si ha

N-1
Zn(B) = (cosh g.J)2N Z H [1+ 0011 tanh 8.J] (2.6.1)
o =N

Sviluppando i prodotti si ottengono termini della forma
(tan hﬁJ)KO-ilo-i1+1o-i20-i2+1 s O'ikaik+1 (2.6.2)

i1---ix ¢ una k-pla di siti del reticolo. I termini del tipo (2.6.2) quando si somma sulle
configurazioni si annullano tutti tranne il termine con K = 0 che ¢ uguale ad 1. Si ha quindi
per la funzione di partizione

Zn(B) = 22N+1(cosh BJ)QN

e per l'energia libera

f(B) = lim fn(B)= lim

N—o0 N—oo 2N + 1 log(2 cosh .J) = log(2 cosh 8.J)

L’energia libera ¢ analitica in 8 e non c¢’é transizione di fase per 8 finito. Per calcolare la
magnetizzazione (o;) nel sito j il conto ¢ analogo, con la differenza che bisogna valutare invece
di (2.6.2) le somme sulle configurazioni di

(tanh B8.J)% 0 04,04, 1106,0ip41 * * 03y Tl (2.6.3)

che sono tutte nulle. Si ha quindi (o;) = 0 per ogni j.

Consideriamo una differente misura a volume finito ottenuta fissando uguali a +1 tutti gli
spin all’esterno della catena di N spin. Oltre agli usuali termini nell’Hamiltoniana appaiono
anche due termini di interazione dello spin in —N e dello spin nel sito N con l’esterno, che
appaiono come termini di campo esterno sugli spin del contorno, cioé

N—1
—Hy(o)=J Z 0i0iv1+Jo_n+ Jon
i=—N

Rifacendo il conto precedente per l'energia libera danno contributo diverso da zero il termine
per K = 0 e anche il termine per K = N — 1 in cui appaiono anche o_x e oy

(tanh BJ)2N+2(U_N_1 o_nN)(0102)(0203) -+ (oN—10N) (0N oN+1) = (tanh BJ)QNJr2 (2.6.4)
—~—

Il Il
+1 +1
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f(B) = lim fy(B)

N—oo
[2]\74—2
2N +1 2N +1

Questo significa che I'energia libera associata alle due Hamiltoniane € la stessa perché differi-

log(2cosh 5J) + log(1 + (tan hBJ)2N+2)] = log(2 cosh 8.J) (2.6.5)

scono solo per termini di superficie che vanno a zero divisi per il volume.

Invece se si fa il calcolo per la magnetizzazione si vede che m; = (o;) puo risentire delle
condizioni al contorno, ma solo a temperatura zero. Fissiamo per semplicita j = 0 ( per la
trasl-invarianza dell’Hamil toniana (o;) = m ¢ indipendente da j). Contribuiscono ad mg a
volume finito i termini del tipo

(tan hBJ)NUO 010j410j42° *ON—1ONON (2.6.6)
e
(tan hBJ)N 0_NO_N410_N120_N120_N43 -+ 0_100 0p (2.6.7)
si ha N
() = Tim 2(tan hBJ)
J

N—oo 1 + tan hﬁJ2N+2

che ¢ uguale a zero se 8 # oo ed & uguale a 1 per T' = 0. Se si rifa il calcolo fissando tutti gli
spin esterni uguali a —1 si ottiene m = —1 per T' = 0.

In conclusione ad una dimensione la transizione di fase appare solo a temperatura nulla. Ci
sono pit stati di equilibrio, diversi perché danno differenti valori ad m. Si ottengono come limite
di volume infinito da misure di Gibbs a volume finito con differenti condizioni al contorno.

E importante studiare ’andamento delle funzioni di correlazione a due punti, per stabilire
in quale misura gli spin del modello siano correlati. Consideriamo i siti k e k + 1. Risulta

< OkOk+1 >N (5) ZakUkJrle’g Zz_—N TiTi+1 (2.6.8)

ZN

Per effettuare il calcolo della (2.6.8) introduciamo la seguente notazione. Definiamo legame
(bond) una coppia di siti adiacenti:

bi := (i,i+ 1) , (i,i4+1):= (i 4+ 1,1) (2.6.9)
La variabile di legame b; & definita in modo naturale come
Op, i= 0;0i+1 (2.6.10)

In termini di variabili di legame la funzione di correlazione (2.6.8) puo scriversi nella forma
1
< 0ROkt >N (B) = —— Z oy, €77 L0 (2.6.11)
IN <

Si osservi che assegnata la configurazione o, sono automaticamente assegnati tutti i legami reti-
colari. Il viceversa non & vero: ad ogni configurazione di legami corrispondono due configurazioni
di spin. Tuttavia, assegnato lo spin in un dato sito e tutti i legami anche la configurazione di
spin risulta determinata. Ne segue che

HeBJUb _

< OkOk+1 >N (

1% (2.6.12)
b

cro +1 w
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dove

w = {{abi}:ie[—N+1,N—1]} (2.6.13)

é l'insieme delle configurazioni di legame. La misura ottenuta é una misura prodotto. L’espres-
sione (2.6.12) si fattorizza nel prodotto di somme:

ZG’ =41 O.bkeﬁja-bk
< Opopy1 >N (B) = ——k 7o = tanh(8.7) (2.6.14)
Zabk::tl € k

Per calcolare la funzione di correlazione a due punti ¢ e j non adiacenti si osserva che

7j—1
0i0j = 040i410i410i42...0j—_10j_10j = H OkOk+1 (2.6.15)
k=i

Poiché la misura di Ising espressa in termini delle variabili di legame ¢ una misura prodotto,
I’attesa del prodotto diventa il prodotto delle attese

j—1 j—1
<oio; >N () =< Habk >y (8) = H <op, >N (B) = tanh(ﬂJ)lj—Z| (2.6.16)
k=i k=i
Ne segue che
V3 >0 <oio;j >N (B) =0 perl|i—j| — o0 (2.6.17)
< 005 >N (—I-OO) =1 Vi, J (2.6.18)

La funzione di correlazione decade a zero con la distanza tra i siti tranne che a temperatura
zZero.

Osservazione 2.6.1. Nel limite termodinamico i siti —IN — 1, N + 1 si allontanano infinita-
mente, ed i modelli con b.c. & sono fisicamente identici a quello con b.c. libere. Quest ultimo
¢ simmetrico sotto la trasformazione di spin-flip, in quanto Hy(o) = Hy(—0o). Dunque ci si
aspetterebbe che nel limite termodinamico le informazioni sulle b.c. siano perdute. Cio & sem-
pre vero per 3 finito. Invece a T = 0, cioé nello stato fondamentale, il modello esibisce rottura
spontanea della simmetria, poiché sono possibili due valori mj; = £1 per la magnetizzazione.

2.7 Funzioni di correlazione.

Esiste una relazione generale che lega le funzioni di correlazione e ’energia libera. Definiamo le
funzioni di correlazione connesse partendo da quella a due punti:

(gioj)c = (oioj) — (0i)(0}) (2.7.1)

Le altre si definiscono ricorsivamente come

(e =D _TIKTT e (2.7.2)
= Pl

1 1EA;

dove la somma € presa su tutte le partizioni degli n spin nei sottinsiemi 4;.
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Se l'energia libera ¢ analitica si possono costruire le funzioni di correlazione connesse come
derivate di f. Per ispezione diretta, derivando il logaritmo della funzione di partizione a volume
finito, si vede che

Bloiin = gy log Za(5. )
dove h & un campo magnetico esterno h = {h;};cza. Analogamente si prova
2
Boioj)ac = Do, 8 Z\ (B, h)
In generale si ha che .
H or)A ;l log Z (h) (2.7.3)

Sviluppando log Z in serie di Taylor nel campo magnetico si ottiene

log Z(3,h) = Zk'z Za“. o5 )chiy - hi,

Di conseguenza la funzione di partizione Z si pu6 scrivere come l’esponenziale di una serie in
cui appaiono solo le funzioni di correlazione connesse.
Nel caso omogeneo h; = h, i = 1....N, rifacendo il conto precedente si ottiene

0
ﬁzi: < 0 > A= — o log Zx(h)

1
m= lim — < o; >
A*}OOAZ i A
3
si ha

10 .0

Scambiando il limite con la derivata si ottiene la usuale relazione termodinamica. Se f non
& analitica queste relazioni valgono solo a volume finito, perché non si pud pit scambiare il
limite con la derivata. Infatti quando c’é transizione di fase le funzioni di correlazioni possono
dipendere dalle condizioni al contorno mentre 1’energia libera ¢ indipendente da esse.

Osserviamo che la energia libera pué diventare non analitica (ad es. in h ) solo a volume
infinito. Infatti, la funzione di partizione si scrive come un polinomio in z = e con coefficienti
positivi

—Mmaz
Z(B,h) = Z oM Z B X(i5) 7i0;
M=—Mmaax oy, 0i=M

N

e quindi non puo’ avere zeri sull’asse reale. Di conseguenza log Z, € analitica in h per ogni
volume finito e la transizione di fase pué comparire solo nel limite termodinamico.

Da quello che abbiamo detto segue che anche alcune grandezze termodinamiche, quali
energia interna, calore specifico e suscettivita, essendo derivate dell’energia libera, si possono
esprimere in termini delle funzioni di correlazione. Come esempio consideriamo la suscettivita
definita come

om  10%f
X=9n T Bon?

dove stiamo considerando una Hamiltoniana trasl-invariante. Si ha
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1 0 < o; > 1
= lim — ——— = lim — 0i0;
X ABS A Z oh A im ,Z< i95)¢
iEA 1,JEA
1
= lim 000 0(— 2.7.4
8 Jim (5 (o0r,)e -+ 0(5) (27.4)
JEA
dove la seconda eguaglianza é stata ottenuta usando la trasl-invarianza. Quindi nel limite di
volume infinito
xX=28Y_(o00;)0
jezd
Da questa relazione si vede anche che la suscettivita pud essere infinita quando la funzione a
due punti connessa non decade abbastanza velocemente con la distanza. Ci si aspetta che la
funzione di correlazione connessa decada esponenzialmente e per questo si introduce la lunghezza
di correlazione £ definita da

li—j]
<Uiaj>c ~ e Z-EJ

La suscettivita diverge se il decadimento non é esponenziale ma a potenza e questo comporta
che ¢ diventa infinita. Ma la divergenza di y implica la divergenza della derivata seconda
dell’energia libera rispetto ad h: si dice in tal caso che si é in presenza di una transizione di
fase del secondo ordine. In conclusione, questa transizione di fase é caratterizzata a livello
microscopico dalla divergenza della lunghezza di correlazione.

2.8 Argomento energia-entropia.

Un argomento euristico per capire se ¢’é la possibilita di una transizione di fase é basato su
considerazioni di bilancio tra l’energia e ’entropia. Uno stato di equilibrio deve minimizzare
I'energia libera ¢p = e — T's(p,e) (¥ = —Bf), cosa che avviene minimizzando I’energia e mas-
simizzando ’entropia in modo che ad una fissata temperatura ’energia libera ¢ minima. Ad
esempio a temperatura zero lo stato che rende minima ’energia libera é quello che rende mini-
ma 'energia (tutti gli spin allineati), e in questo caso ’entropia ¢ minima (minimo disordine).
Aumentando la temperatura si potranno realizzare anche configurazioni diverse da questa, con
degli spin non allineati, cioé dei legami avranno valore —1. Consideriamo il caso del modello di
Ising unidimensionale in campo esterno nullo. Per vedere quali sono gli insiemi di configurazio-
ni pia probabili al variare della temperatura confrontiamo due gruppi corrispondenti a diverse
energie e valutiamo la differenza in energia libera:

A) le configurazioni di una catena di IV spin tali che gli spin sono allineati

B) le configurazioni tali che un solo legame ha valore —1.

La probabilita di un gruppo di configurazioni 24 é data da

% Z exp —fH (o)

gEN A

Per grandi N il numeratore ha 'andamento asintotico

exp —Npip(A)

dove 1(A) & l'energia libera associata all’insieme Q4 definita come

Y(A) =5 Jim —log 3 exp—GH(o)

AW

30



Il rapporto tra le probabilita di 24 e Qg ha quindi ’andamento asintotico

exp —NB(1(A) — ¢(B))

che & minore (maggiore) di 1 se ¢(A) — ¢(B) ¢é positiva (negativa ). Si ha che N¢(A) =
—J(N—-1)—Tlog2e NyY(B) = —-J(N —3)+2J —Tlog 2N La differenza in energia passando
da A) a B) ¢ —4J e la differenza in entropia ¢ log N e quindi la differenza in energia libera ¢

N(A) — Nop(B) = —4J + Tlog N

che é positiva per N grande e T' # 0 e quindi I'insieme 25 ha probabilita pit grande e il sistema
favorisce queste configurazioni pit disordinate all’aumentare della temperatura. Siccome 1) non
cambia pid segno al variare di T' vuol dire che non ¢’¢ un gruppo di configurazioni disordinate
preferite e non c¢’é una transizione ordine-disordine (tranne che a 7' = 0).

Nel caso del modello bidimensionale lo stesso argomento da risposte differenti. Scegliamo
come gruppo A) lo stesso di prima e come gruppo B) le configurazioni tali che esiste una linea
chiusa che circonda l'origine di lunghezza K che separa una regione di spin + da una di spin —.
La variazione di energia ¢ —2K J. La variazione di entropia & pit dificile da valutare e possiamo
solo stimarla. Dobbiamo valutare il numero di modi in cui si pué disegnare una linea chiusa
di lunghezza K, per ognuno di essi ci sono due configurazioni possibili (spin positivi dentro o
fuori). Questo numero si stima dicendo che se partendo da un punto si comincia a tracciare
una linea si hanno 2d — 1 possibilita per disegnare il primo segmento. Quindi per tracciare una
linea lunga K ci sono (2d — 1)% modi. Il punto di partenza a sua volta pud essere preso in
circa K(d — 1) modi (stima dell’area del circuito chiuso). In definitiva la differenza di entropia
¢ stimata da K (d — 1)(2d — 1)¥ e la differenza di energia libera &

N[h(A) — (B)] = —2K J + TK log(2d — 1).

Di conseguenza, per temperature minori di 2j/log(2d — 1) la variazione di energia libera ¢é
negativa e le configurazioni ordinate sono favorite, mentre per temperature maggiori il sistema
preferisce uno stato disordinato. Dobbiamo perci6é aspettarci una transizione ordine-disordine
guidata dalla temperatura.

31



32



Capitolo 3

Misure di Probabilita a Volume Infinito

L’analisi del modello di Ising unidimensionale mostra che nel limite di volume infinito, a tempe-
ratura zero, la media della magnetizzazione ha valori diversi quando calcolata usando misure di
Gibbs a volume finito che differiscono per le condizioni al contorno. Questo significa che le cor-
rispondenti misure di probabilita a volume infinito sono diverse. Finora é stato esaminato solo
il limite di volume infinito per i potenziali termodinamici, ma ora vogliamo informazioni anche
sui valori medi delle osservabili in questo limite e in generale serve capire che cosa si intende per
misure di probabilita a volume infinito. A questo fine occorre dare una nozione di convergenza
per le misure. Cominciamo con l'introdurre nello spazio delle configurazioni ) una topologia.
Consideriamo solo gas reticolari con al piu’ una particella per sito, quindi una configurazione
weNéw=7r, 7=0,10w=0g, o= =1 nel linguaggio di spin. Una configurazione pud
anche essere descritta da un sottinsieme del reticolo, considerato ad es. come l'insieme dei siti
occupati. Sia X € Z¢ una configurazione del sistema; diciamo che X,, converge a X se e solo
se per ogni A in Z% si ha che X, N A = X N A per n grande. Lo spazio topologico che cosi &
costruito € compatto.

Questa nozione di convergenza corrisponde alla topologia prodotto: poiché € é un insieme
prodotto degli insiemi {0,1} ¢ dotato di una topologia naturale, la topologia prodotto delle
topologie discrete su {0,1} (0 e 1 sono insiemi aperti). La base di aperti nella topologia prodotta
¢ data dagli insiemi:

fissata una configurazione wx per i siti in X C Z%, Ax ¢ detto insieme cilindrico di base X

AX:{LUEQZW|X:(DX}

dove w|x ¢ la configurazione ristretta ai siti in X.
Tale topologia ¢ metrizzabile in termini della metrica d definita da

1
d(w;,wj) = sup de(wi,wj)
xEeZ4 SU‘

con dy(w;,w;j) = 1 se wi(r) = wj(x) ed € zero altrimenti. Quindi d(w;,w;) = se le due

1
20|
configurazioni coincidono in un cubo di centro l'origine e lato |x| e sono diverse (diverse significa
che ci sono dei siti in cui non coincidono) al di fuori.

Compattezza
Per il teorema di Tychonoff lo spazio topologico §2 & compatto.

Una funzione che dipende solo dal valore della configurazione in A ¢ detta cilindrica di base
A. Sivede facilmente che le funzioni cilindriche sono continue, cio¢ f(X,,) — f(X) per X, — X.
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Le funzioni cilindriche formano un’algebra che contiene 'identita e separa i punti quindi per il
teorema di Stone-Weierstrass sono dense nello spazio delle funzioni continue su §2.

Per il teorema di rappresentazione di Riesz, le misura di probabilita su §2 sono in corrispon-
denza biunivoca con i funzionale lineari positivi normalizzati sullo spazio delle funzioni continue
su €2, la corrispondenza é definita associando alla misura g il funzionale valore di aspettazione
[ fdu. In questo modo lo stato di equilibrio di un sistema & rappresentato dal funzionale valore
medio.

Se siamo interessati ad avere informazioni solo in un volume finito, possiamo indurre dalla
misura a volume infinito p misure a volume finito nel seguente modo

pa(X)=p(Y ezZé:ANY =X), XeA

Altrimenti detto, ua, la proiezione di p su un volume finito, assegna ad una configurazione
X € A la misura dell’insieme delle configurazioni che su A coincidono con X.Si ha anche
< f >u=< f >, per una f cilindrica di base A. La famiglia di misure ps ¢ una famiglia
consistente, cioe

/LA/(X)EIU(YEA:AIQY:X), XeN

per A’ < A.

Osservazione. Le misure di Gibbs con condizioni al contorno a volume finito non sono una
famiglia consistente di misure.

Data una successione di misure u,, diciamo che pu,, converge a u se per ogni funzione cilindrica
limy, oo < f >p, =< f >4

La topologia sullo spazio delle misure a volume infinito indotto da questa nozione di conver-
genza si chiama topologia debole* (o vaga). L’insieme delle misure coincide con la sfera unitaria
nello spazio duale dello spazio di Banach delle funzioni continue su un compatto cioé lo spazio
dei funzionali lineari positivi . Per il teorema di Banach-Alaoglu tale sfera unitaria é compatta
nella topologia debole*. L’insieme delle misure di probabilita é compatto in questa topologia.
Quindi una qualunque successione di misure di probabilitd ammette un’estratta convergente.

Sia pa una misura di Gibbs a volume finito A, ad esempio la misura canonica associata ad
una Hamiltoniana H =3 ; - ¢(|i — j|)7i7;

pA(X) = (Za) ™" exp[~BHA (X))

Sia A, una successione di volumi e p,, la successione di misure. Per quanto detto sopra il
limite lim,_ o 1A, esiste sempre per sottosuccessioni e definisce una misura a volume infinito.
Un’altra misura a volume infinito pud essere costruita fissando una condizione al contorno, cioé
fissando la configurazione fuori di A a essere uguale ad Y, Y € A¢, dove A° ¢ il complemento di
A. Se l'interazione ¢ a range finito, la condizione al contorno appare come un termine di campo
esterno h sugli spin che sono sul bordo di A. Il bordo JA ¢é per definizione I'insieme dei siti di
A interagenti con i siti esterni a A. La misura a volume finito é

pr = (Za) 7 expl-8 Y b(li— jlmm+ > hi(Y)7]
reA (i.7)EA i€OA
Per ogni fissata condizione al contorno Y si ottiene cosi prendendo il limite termodinamico
una misura a volume infinito. Si pone il problema di vedere qual’é la relazione tra queste misure
che in principio possono essere diverse I'una dall’altra, cioé ci serve un modo per caratterizzare
I'insieme delle misure a volume infinito che corrispondono a stati di equilibrio del sistema.
Caratterizzeremo gli stati di equilibrio come soluzioni di un set di equazioni lineari nelle misure

di probabilita dette DLR (Dobrushin-Lanford-Ruelle).
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3.1 Equazioni DLR

Il punto di partenza ¢ un’identita basata sulla nozione di probabilita condizionata. Sia A C Z¢
e pa la misura di Gibbs a volume finito. Sia X una configurazione in (sottoinsieme di) M C A
e Y una configurazione in (sottoinsieme di) A/M e Ax il sottiensieme di configurazioni in A
coincidenti con X in M e By definito in modo analogo

Ax={Zcz7?:ZnM=X}, By={ZcZ':ZnM/A=Y}

Vale l'identita

pa(Ax) = > pa(Ax|By)ua(By)
YCA/M

Valutiamo pa(Ax|By). Posto SHA(Z) = U(Z) dividiamo 'energia in A in tre parti: 1'e-
nergia relativa a M quella relativa a A/M e quella relativa all’interazione tra siti in M e quelli
in A/M. Per Z =X UY siha

UZ)=UX)+UY)+W(X|Y)
Ad esempio nel modello di ising

JB Z O'Z'Uj:JB[ Z 0;0; + Z 00§ + Z 00}

(i,7)EA (4,9)eM (i,5)eEN/M €M, jeN/M:|i—j|=1

Per definizione di probabilita condizionata si ha

pa(Ax|By) = W
e —[UX) + UY) + W(X]Y))
> rem exp—[U(R) +U(Y) + W(R[Y)]
oo [U(X) + W(X[Y)
> rem €xp —[U(R) + W(R|Y)]

= qa(X]Y)

Osserviamo che se il potenziale ¢ a range finito il limite per A — oo di ga(X|Y") esiste finito
(e lo indichiamo con ¢(X|Y’). Infatti la dipendenza da A & solo nei termini W (X|Y) e W(R|Y)
che sono finiti se c¢’é range finito perché solo i siti in A/M che sono a distanza da M pari al
range danno contributo. Indichiamo con M, i siti in A/M che interagiscono con i siti in M.
Chiamiamo ¢(X|Y") probabilita condizionali ( a volume infinito).

pa(Ax) = Y aa(X[Y)ua(By)
YeMe

Passando al limite A — oo

wAx) = > q(X|Y)u(By) (3.1.1)
YeM.

Definiamo misure DLR relativi ad una Hamiltoniana H le misure a volume infinito le cui
probabilita condizionali sono date da q.
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Mostriamo che esistono altre misure a volume finito diverse dalla gran-canonica che hanno
le stesse probabilita condizionali a volume infinito. Data la misura gran-canonica in A conside-
riamo la misura condizionata ua(:|Z) con Z C M. e A = M U M,. Detta X una configurazione
in M si ha

exp —[U(X) + W(X|Z)]
> ren, ©Xp —[U(R) + W(R|Z)]

pa(Ax|Z) =

Si é cosi ottenuta una misura su M, p%(-), con un termine di campo esterno W (X|Z) sui
siti del bordo di M (il bordo ha uno spessore pari al range del potenziale). Costruiamo ora le
q(X|Y) per queste misure.

Chiamiamo X C D C M, Z C M. e Y C M/D gli insiemi in figura

Me

Figura 3.1

Allora A c By)
N N

Z (Av|B :MA X Z Y

#ar(Ax|By) pa(Cz N By)

_ exp—[UX)+UY)+W(XI[Y)+ W(X|Z)]
N Y repexp—[U(R) +UY)+W(R|Y)+ W(R|Z)]
__ exp—[UX) + W(X|Y)]
~ Yrepexp —[U(R) + W(R[Y)]
se A ¢ sufficientemente grande in modo che la distanza tra i siti in D e quelli in M/D & maggiore
del range del potenziale.

Passando al limite M — oo si vede che le ¢(X|Y) per le misure condizionate coincidono con
quelle della misura gran-canonica. La domanda naturale ¢ se anche le misure coincidono nel

=g (X]Y)

limite. Tutte le misure ottenute come limite dalle misure condizionali a volume finito verificano
le stesse relazioni.

Le relazioni (3.1.1) al variare di M, X,Y possono essere viste come un insieme di infinite
equazioni nelle misure di probabilita, nel senso che assegnati le probabilita condizionate ¢(X|Y)
si cerca la misura che soddisfi le relazioni (3.1.1).
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Le probabilitd condizionali sono determinate da una Hamiltoniana includendo anche i pa-
rametri 8 e p, cio¢ H(B,pu,7) =Y, ipB+ Z” ¢i;7;i7j e quindi le misure soluzioni delle DLR
sono associate a questa Hamiltoniana. Chiameremo stati di Gibbs tali soluzioni.

Poiché le equazioni DLR sono lineari una misura combinazione lineare di misure soluzioni
¢ a sua volta una soluzione. In particolare devono essere combinazioni lineari convesse perché
siamo interessati a misure di probabilita (condizione di normalizzazione). Inoltre una misura
limite di misure di Gibbs & una misura di Gibbs. Riassumendo tutte le combinazioni convesse e
i limiti di misure di Gibbs sono misure di Gibbs. Infine per costruzione le misure ottenute come
limite termodinamico da misure a volume finito (come spiegato prima) sono misure di Gibbs.Il
seguente teorema ci dice come sono fatti gli stati di Gibbs.

Teorema 3.1.1. L’insieme di tutti gli stati di Gibbs (per una data Hamiltoniana) é la sfera
convessa e chiusa nella topologia debole* delle misure ottenute come limite di volume infinito
delle misure di probabilita di volume finito della forma ,u}QY cZ%/M.

Inoltre si ha che la proiezione su un volume finito M di una misura g DLR si pud rappre-

sentare come una combinazione lineare delle misure condizionate (1)}, con pesi pu(Y). Infatti

per u soluzione delle DLR e f cilindrica di base M si ha

(P =D FEOmX) =D f(X) Y alX|Y)u(Y) (3.1.2)
X X

YeMe

Interpretando ¢(X|Y), X C M, come la misura p in M condizionata ad Y: ¢(X|Y) = (u)},(X),
si ha

(P =D w){fuyy

YeMe

Le equazioni DLR possono avere anche pit di una soluzione. Esaminiamo le conseguenze
della non-unicitd. Supponiamo che esistono due misure p; e uo diverse, cioé esiste qualche
osservabile cilindrica f di base M ad esempio per cui si ha

(o =1, (<0 (3.1.3)

Si pud provare che per ogni A che contiene M esistono Y; e Y5 tali che

Nzl (f)r<0 (3.1.4)

Infatti da (3.1.3) e (3.1.2) si ha che esistono Y] e Y tali che la (3.1.4) vale.

Questo risultato dice che le condizioni al contorno determinano un cambiamento della attesa
di un’osservabile locale. Il valore medio di tale osservabile localizzata ad esempio in una regione
intorno all’origine risente dell’effetto del campo esterno sul contorno comunque lontano sia il
contorno, come accade nel modello di Ising d = 1 per la magnetizzazione a T' = 0.

3.2 Misure trasl-invarianti e principio variazionale.

Consideriamo una particolare classe di misure, le misure trasl-invarianti.

Sia T,,, « € Z% il gruppo delle traslazioni discrete sul reticolo. Una misura di probabilita
su 2 ¢ detta invariante per traslazione se pu(7yA) = p(A) per ogni insieme di configurazioni di
Q.
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Esempio di misura non trasl-invariante. Consideriamo una misura di probabilita che sia
concentrata sulla seguente configurazione: tutti gli spin nel semispazio positivo del reticolo
sono positivi e nell’altra meta sono negativi. L’insieme delle configurazioni che danno valore 1
nel punto x ha valore 1 se = ¢ nel semispazio positivo e 0 se x ¢ nel semispazio negativo.

Consideriamo l'insieme delle misure di probabilita trasl-invarianti. Introduciamo un funzio-
nale energia libera su questo insieme e faremo vedere che gli stati di equilibrio del sistema sono

descritti dalle misure di probabilita che minimizzano questo funzionale.

Funzionale entropia

Definiamo I’entropia di una misura di probabilita su €2 in termini del limite delle entropie
delle proiezioni di p come

(n)=- 1 1<1 >
s(\p) = A1_I>T010A 0g HUA Zpup

Funzionale energia

Per semplicita consideriamo gas reticolari con al piti una particella per sito. L’energia in
un volume finito per unita di volume associato ad un potenziale ¢ & U/A = S dijen @i —
jl)nin;. Poiche il potenziale dipende dalla distanza tra i punti, possiamo riscrivere U/A =
Y wk @(k)nr,0ng, k. 11 valore medio rispetto ad una misura trasl-invariante, nel limite di volume
inﬁﬁito, é dato da

< Z ¢(k)n0nk >
kezd
e la somma su x diviso il volume scompare nel limite.
Definiamo energia della misura p il funzionale

e(pu) = Z o(k) < nong, >, -

kezd

Se il potenziale é a range finito, si avra solo la somma su un numero finito di termini, tutti
i siti che interagiscono con ’origine.

Dato un potenziale ¢,indichiamo il funzionale energia e(u, ¢). Inoltre sia ¢ un potenziale
tale che > ¢y = N, (potenziale chimico), allora e(u, ¢n) = p, dove p & la densita .

Principio variazionale

Il principio variazionale per ’entropia é dato sotto senza dimostrazione. Qui é dato un
argomento a volume finito ma grande. Consideriamo delle misure di probabilita a volume
finito con densita gp rispetto alla misura di Lebesgue, cioé tale che, per ogni osservabile f,
[dup = [dxga(z)f(z). Queste misure devono essere tali che, fissata una Hamiltoniana H,

lim [ djy 22 lim [ djp 2

im — =, im — =

A—oo HA A A—oo HA A p

per fissate energia e densita e, p. Sia infine gy la densita della misura canonica trasl-invariante

a volume finito di parametri termodinamici p e 3, tale che che il suo limite di volume infinito é
la misura corrispondente ad energia e e densita p. Si ha che

Teorema 3.2.1. Sia s(ga) lentropia di gn a volume finito, s(gan) = —%ngA(x) log ga ().
Allora prendendo gp nella classe delle misure descritte prima si ha

1

5(90) < 5(gn) +0(5)
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e la disequaglianza & stretta per gn # ga .

Consideriamo ’entropia

1 1 1
s(gn) = —A/d:ng(x) logga(z) = —— [ dzga loggfi - A/dmgA log ga

I1 primo termine & 'opposto dell’entropia relativa di g rispetto a g e si indica con s(ga|ga)-
Il secondo diventa

1 _ 1 1
—A/da:gAloggA—/dng[BAHA—i—AlogZ]

= Be+ (5,9) +0(5) = 5(e:9) +0()

dove f é 'energia libera a volume infinito. Notiamo che s(g) = limp o0 $(ga) = s(e, p).

_ N A A
s(galgn) = /diUgA[‘? log 22 — 92 4 q)
ga gn g
dove ¢ stato usato che gy e gpo hanno integrale 1.
La funzione zlogz —x + 1 > 0 ed ¢ zero se e solo se x = 1. Quindi s(ga|ga) > 0 per ogni

A e la diseguaglianza é vera anche nel limite

s(g) < s(9)

Notare che I'uguaglianza si ha solo per g = g.
Quello che segue é un principio variazionale che seleziona tra tutte le misure di probabilita
le misure di Gibbs come quelle che rendono massima ’entropia.

Teorema 3.2.2. Fissato un potenziale ¢, sia G la classe di misure di probabilita a volume
infinito (tali cioé che [ dp = 1) trasl-invarianti tali che e(p, ) = x, e(p, o) = y. Allora

sup s(p) = s(z,y)
neg
Questo principio variazionale seleziona la misura canonica fra tutte le misure trasl-invarianti
con fissato valore dell’energia e della densita come quella che massimizza ’entropia. Inoltre il
principio variazionale permette di caratterizzare tutti gli stati di equilibrio invarianti come gli
stati di massima entropia consistente con fissata densitd media e energia media.

Osservazione: Esiste un analogo teorema basato sulla massimizzazione del funzio-
nale pressione: p() = s(u) — Be(i, ®), @ = (6, 6w).

Teorema 3.2.3. [l funzionale p(u) & dotato di massimo e il suo massimo coincide con la
pressione a volume infinito (moltiplicata per 3, Bp(z,B)).

Notare che la dipendenza di p(u) dalla attivita é nel potenziale ¢y .
L’insieme di questi stati ¢ descritto nel seguente teorema.

Teorema 3.2.4. L’insieme degli stati di equilibrio per un dato potenziale ® coincide con
Uinsieme delle misure DLR ( per quell’Hamiltoniana) trasl-invarianti.
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Siccome l'insieme degli stati di equilibrio invarianti é convesso, ci sono degli stati estremali.
Si ricorda che un insieme convesso A é per definizione tale che per ogni elemento a € A esistono
due elementi b,c € A e a € [0,1] tali che a = ab+ (1 — a)c. Un elemento estremale a ¢ tale
che non esistono due elementi b,c € A e a # 0,1: a = ab+ (1 — a)c. Questi stati estremali
sono importanti e risultano coincidere con gli stati puri (contrapposti agli stati miscela). Infatti
fissata una misura dell’insieme si considera il sistema dinamico (€2, T, u) costituito dallo spazio
delle configurazioni a volume infinito, dal gruppo delle traslazioni T, dalla misura u (che ¢
invariante per traslazione). Diremo ergodica una misura trasl-invariante se ’associato sistema
dinamico é ergodico.

Teorema 3.2.5. Uno stato trasl-invariante ¢ estremale se e solo se é ergodico.

Dimostrazione. Proviamo prima che I’ergodicita implica I’estremalita . Per assurdo supponiamo
che p non sia estremale . Allora esistono due misure p; e uo tali che

p=ap + (1 —a)us

con a # 0, 1. Poiché le due misure sono diverse esistera un sottinsieme invariante, X, dello spazio
delle configurazioni, tale che u1 (X) = ¢1 # p2(X) = co. Maallora pu(X) = ac;+(1—a)cg # 0, 1.
Questo é contro l'ipotesi perché p é ergodica. Notare che esiste sempre un X invariante che
distingue le due misure. Infatti, esiste un Y, in genere non-invariante, tale che u1(Y) # p2(Y).
Dato Y non-invariante, si costruisce un insieme invariante mediando sulle traslazioni.

Viceversa, per provare che uno stato estremale € ergodico, supponiamo per assurdo che non
¢ ergodico. E quindi possibile trovare un insieme invariante X tale che u(X) = a # 0, 1. Dato
un insieme A scriviamo la sua misura come

H(A) = p(ANX) + u(AN X9) = ap(AIX) + (1 — a)u(A]X°)

dove X€ ¢ l'insieme complementare di X ed ha misura 1 — a. Osserviamo ora che u(-|X) e
(| X¢) definiscono due misure sullo spazio delle configurazioni, trasl-invarianti perché costruite
attraverso condizionamenti ad insiemi trasl-invarianti. Abbiamo cosi scritto la misura g come
combinazione convessa di due misure di equilibrio (perché ottenute attraverso condizionamenti
da una misura di equilibrio) diverse con coefficiente ae # 0, 1, e questo contraddice l'ipotesi. [

Uno stato estremale corrisponde ad uno stato puro ed uno stato non-estremale ad una
miscela. Costruiamo, data una osservabile f, una osservabile invariante per traslazione in A
prendendo la media sulle traslazioni di f: fA(aJ) = ﬁ > aen f(Tar). Questa ¢ un’osservabile
intensiva. La sua fluttuazione rispetto ad una misura p estremale,

(fa(@)?) = {fa@))],

tende a zero per A che tende all’infinito. Infatti per la trasl-invarianza della misura p si ha
5 9 1 1
Un@)e = 17 | 22 Gan)f(@)dp+ ol zy)
Per l’ergodicita si ha

i [ 3 Fra) £ = [ [ fa)dul? = Jim (7))

A—o0 |A‘ s
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dove 'ultima eguaglianza ¢ vera di nuovo per la trasl-invarianza di p. In conclusione in uno stato
ergodico la fluttuazione di una generica osservabile intensiva va a zero nel limite termodinamico,
che ¢é esattamente quello che deve succedere in una fase pura. In una miscela, ad esempio di
liquido e gas, invece la densitd media dipende dalla configurazione. In tale situazione la legge
dei grandi numeri non €’ pid valida. Se una misura p é sovrapposizione convessa di altre due
p1 € pi2, 1= apg + (1 — a)ug, si ha che una osservabile intensiva fj () = ﬁ Y aen f(Tax) non

tende pit ad una variabile certa, ma ad una variabile stocastica che assume valore < fA(:C) >
con probabilita a e valore < fa(x) >,, con probabilita 1 — «

In realta si dimostra di pit sugli stati estremali: vale una proprieta cosiddetta di clustering,
che é una proprieta di decadimento delle funzioni di correlazioni. Usando per semplicita le
variabili di spin, siano A e B due insiemi di spin sul reticolo e 04 = [[;c 4 i, 0B = [[;c5 0i- Si
ha clustering se

i (a7) = (oa) (on)

In altri termini si ha clustering se allontanando un insieme da un altro le correlazioni de-
cadono. Si pu6 riformulare questa proprieta in termini della nozione di mixing per il sistema
dinamico formato dalla misura (che ¢ invariante per traslazione), dallo spazio delle configura-
zioni , dal gruppo delle traslazioni T'. Fissato I'insieme A si allontana B da A usando il gruppo
delle traslazioni.

Riassumendo, lo studio degli stati di equilibrio a volume infinito permette di dare una
descrizione microscopica delle transizioni di fase del primo ordine. Abbiamo cosi due definizioni
di transizione di fase:

Definizione termodinamica (non analiticita dell’energia libera)

Diciamo che il modello esibisce una transizione di fase del primo ordine ai parametri termo-
dinamici (8., he) se 'energia libera f(f,h) ha una derivata prima discontinua per tale valore
dei parametri.

Definizione microscopica (instabilita rispetto alle condizioni al bordo)
Diciamo che il modello esibisce una transizione di fase ai parametri termodinamici (5., h¢)

se esistono due differenti b.c. W} e W} tali che, per ogni i € Z%, risulti

|A1\1Lnoo < 0; >;\ (/Bmhc> 7é \Al\linoo < 0; >x (507hc)

11 significato della definizione data € chiaro: se la magnetizzazione a volume infinito dipende
al parametri termodinamici (3, k) dalle b.c., significa che per tali valori dei parametri il modello
¢ influenzato pesantemente dalle condizioni esterne, nonostante queste esercitino la loro azione
soltanto sul bordo della regione occupata dagli spin.

Nel caso del modello di Ising é stato dimostrato da Lebowitz, Martin-Loef (1972) che le due
definizioni sono equivalenti.
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Capitolo 4

Teoria di Campo Medio per il Modello
di Ising

4.1 Formulazione variazionale

La teoria di campo medio é una teoria approssimata per lo studio delle transizioni di fase nel
modello di Ising. Poiché in d = 1 il modello & esattamente risolubile per qualunque valore del
campo magnetico esterno' ed in d = 2 il modello ¢ esattamente risolubile ad h = 0 la teoria
di campo medio si rivela utile nello studio del modello in d > 3. Il confronto con i risultati
esatti permette inoltre di stabilire la bonta delle approssimazioni. Un modo alquanto intuitivo
di descrivere I'idea di base della teoria € il seguente. La hamiltoniana del modello di Ising con
interazione a prossimi vicini, campo magnetico uniforme e b.c. libere in una regione A C Z¢ &

HA(O') = —hZO'i — % Z 003 (411)

ieA (i) €N

dove con la notazione (i, ) si intendono le coppie di i e j prossimi vicini. Il fattore % serve
perché sommando su tutte le (7, ) ogni coppia viene considerata due volte.

L’approssimazione della teoria di campo medio consiste nel modificare la hamiltoniana
(4.1.1) ammettendo che ogni spin del modello interagisca non con gli spin prossimi vicini,
ma con il valor medio degli spin prossimi vicini, cioé con la magnetizzazione. La hamiltoniana
di campo medio é data da

HA(O') = —hzai — % Z 0im; (4.1.2)

€A (4,5)€A

dove
m; =< 05 >cm. (4.1.3)

e la magnetizzazione é calcolata rispetto alla misura di campo medio. L’equazione (4.1.3) ¢
interpretata come un’equazione di consistenza le cui soluzioni forniscono i valori della magne-
tizzazione permessi all’equilibrio. Questo procedimento permette di conoscere di fatto se, per
dati valori dei parametri termodinamici (3, h), lo stato d’equilibrio sia unico oppure se siano

1Si veda il prossimo capitolo per la soluzione ad h # 0.
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possibili pitt valori per la magnetizzazione. Questo ¢ la formulazione originale della teoria di
campo medio. Una formulazione alternativa é quella variazionale.
Si consideri l'insieme delle misure trasl-invarianti definite su Z¢. Definiamo i seguenti

funzionali:

o] = elu] — T's[u] energia libera (4.1.4)

1 .
elu] =< —hoo — 5,]2 00 >, energia (4.1.5)

J

1 .

slp] == — hm — <logpua >, entropia (4.1.6)
A—oo |A|

ua denota la restrizione della misura p and un sottinsieme A di Z¢.

Il principio variazionale afferma che nella classe delle misure trasl-invarianti esiste una mi-
sura i che minimizza il funzionale energia libera, e che il funzionale energia libera calcolato su
tale misura coincide con I’energia libera termodinamica. Utilizzando il principio variazionale si
potrebbe provare a cercare la misura d’equilibrio per il modello di Ising. L’idea della teoria di
campo medio consiste nel cercare di minimizzare il funzionale ¢ non sulla classe delle misure
trasl-invarianti, ma su una sua sottoclasse. Naturalmente la misura d’equilibrio ottenuta in
questo modo non coincide con la vera misura d’equilibrio (quella citata nel principio variaziona-
le). La sottoclasse delle misure trasl-invarianti considerata nella teoria di campo medio & quella
delle misure prodotto dipendenti da un parametro reale. Si considera cioé la famiglia di misure

ePi
=[] - pPER (4.1.7)
ieA !

dove

D e (4.1.8)

Le misura (4.1.7) sono dette prodotto in quanto le funzioni di correlazione a pi siti sono
fattorizzate rispetto a tali misure. Per esempio

-y o

Il parametro p é legato fisicamente alla magnetizzazione. Infatti

P i
Z 0j = =< 0i >, < 05 >y, (4.1.9)

< 0i0j >u,= Zal
keA

mj =< 0j >,,= Z o 7 ek tanh p (4.1.10)

Dalla (4.1.10) si deduce che la magnetizzazione m ¢ uniforme nella classe delle misure
prodotto considerata.Procediamo alla minimizzazione del funzionale ¢. A tale scopo € necessario
calcolare i funzionali energia ed entropia sulla misura (4.1.7). Risulta

eluy) = = T Z 1 (4.1.11)

Jilil=1

Poicheé risulta

d 1=2 (4.1.12)



possiamo scrivere
e[up] = —hm — dJm?

Analogamente
1 eP7i
slp) = —— <log | | — >u,=
P ’A’ Zle_/[\ ZZ Hp
1 eP7i 1 1
- <log — >, = —— 14+ — < log Z; >
PR N DS PIRE
Del resto 2
Z; = 2coshp = < log Z; >,,= log(2cosh p)
e quindi

slpup] = —mp + log(2 cosh p)

In definitiva
oy = —hm — dJm?* + Tmp — T log(2 cosh p)

(4.1.13)

(4.1.14)

(4.1.15)

(4.1.16)

(4.1.17)

(4.1.18)

Nel seguito utilizzeremo la notazione ¢[u,] = ¢(p). Per minimizzare ¢(p) osserviamo che la
(4.1.10) stabilisce una corrispondenza biunivoca tra p ed m. Imponiamo allora le condizioni

d _o L

dm_o dm2>0

do dp T d dp
— =—-h—-2d Tp+Tm— — —(coshp)— =
dm Jm+Tp+ "am ~ cosh pdp (coshp) dm

d d

— —h—2dJm+Tp+TmL — Ttanhp L —
dm dm

= —h —2dJm + Tarctanh m =0

Ponendo 3 = T~! si ottiene
m = tanh(Sh + 28dJm)

(4.1.19)

(4.1.20)

(4.1.21)
(4.1.22)

(4.1.23)

Le soluzioni dell’equazione (4.1.23) forniscono i valori della magnetizzazione che rendono sta-

zionario il funzionale energia libera.

4.2 Equazione di consistenza

Cominciamo a studiare il caso h = 0. La (4.1.23) si riduce all’equazione
m = tanh(25dJm)

Poniamo
T

"= 984

xr =28dJm =

L’equazione da risolvere si scrive nella forma

T

23d.J

tanhx =
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Figura 4.1: Soluzione per via grafica dell’equazione di consistenza.

Questa equazione si risolve graficamente. Il numero delle soluzioni dipende dal coefficiente
angolare 1/28dJ. Consideriamo il grafico riportato di seguito Nel caso 26% > 1 si trova una
sola intersezione in m = 0.

Nel caso 2/3% < 1 si trovano tre intersezioni in m = 0, +ms.

Poniamo 1
@: = @

Studiamo ora la derivata seconda del funzionale energia libera per stabilire quali sono i valori

(4.2.4)

d’intersezione della magnetizzazione che producono misure d’equilibrio. Ricordiamo l'identita’:

iaurctanhm—il o) Lrm _ L
dm ~dm?2 gl—m_l—mQ'
Risulta d2¢
T 1 1
=9 =_(=2 4.2.
. dJ+1_m2 B( BdJ+1_m2> (4.2.5)
) d*¢
se 0 < Be risulta —= >0 per m =0
dm?

Dunque per temperature sufficientemente alte e campo magnetico nullo, si ha un’unica distri-
buzione di probabilita all’equilibrio, corrispondente ad una magnetizzazione nulla.

&9
dm?

In questo caso non é possibile dire se I’energia libera abbia un minimo in corrispondenza di

se 0 = B¢ risulta =0 per m =0

una magnetizzazione nulla. Per poter affermare cio si dovrebbero studiare le derivate di ordine
superiore. Questo confermerebbe che ’energia libera ha un minimo in m = 0 e 8 = ., cioé
I’equilibrio esiste ed & unico.

2La definizione di energia libera usata qui ¢ una funzione ¢(3,h) = f%f(ﬂ, h), con f definita nei capitoli
precedenti.
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d%¢
dm?
Dunque a temperature basse 1’equilibrio del modello non ¢ piti caratterizzato da una magnetiz-
zazione nulla. Per studiare le soluzioni rimanenti, cioé 5 > . e m = +my, scriviamo ’equazione

se 0> B risulta <0 per m =0

di consistenza nella forma

23dJm = arctanh m (4.2.6)

e consideriamone le soluzioni grafiche.

Figura 4.2: Massimi e minimi dell’energia libera dall’equazione di consistenza.

Dal grafico si riconosce che la derivata della funzione arctanh m nei punti d’intersezione
m = +m;, é maggiore della pendenza della retta 28dJm; e poiché risulta
d? 1 d
la distribuzione di probabilita associata a 8 > . ed m = £my é d’equilibrio. Abbiamo ottenuto
la cosiddetta energia libera di Helmoltz ¢(3, m) In figura (4.3) ¢ rappresentata la funzione ¢(m)
ad alta e bassa temperatura. Per chiarezza indichiamo 1’ energia libera di Helmoltz con ¢(5, m).

o(B,m) & legata all’energia libera ¢((, h) tramite trasformata di Legendre:

B(5,m) ~ hm = 6(5, 1), 5% =h

d*¢ _ oh _

da cul gz = 5 =
Possiamo capire la relazione nel seguente modo:

Z(57h> = Zexp{ﬁhzai + JZUin} = ZeBth Z eﬁJZ(w)Uicrj

(4,9) oy, 0;=Nm

1

=Y _exp{BN[hm — ¢(8,m)} = exp{N (8, h)} = exp{~NBo(5, h)}
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o (1

T=T
[H

Figura 4.3: Energia libera prevista dalla teoria di campo medio.

Uno dei problemi della teoria di campo medio ¢ il fatto che per § > . ¢’é un intorno dell’ori-
gine dove la funzione ¢(m) é concava. In questo intorno la suscettivita magnetica x = = ¢”(m)
& negativa, e questo non ¢ fisicamente corretto. Questa difficolta é naturalmente legata al fatto
che la teoria di campo medio ¢ soltanto un’approssimazione. Del resto questa approssimazione
é buona, in quanto prevede che a temperature basse lo stato d’equilibrio del modello non sia
unico.

Ora vogliamo studiare la magnetizzazione come funzione di 8. Consideriamo dapprima gli
andamenti asintotici per 8 >> f. e 8 << B.. Consideriamo a tal fine ’equazione

m = tanh(25d.Jm) (4.2.8)

Studiamo dapprima il caso f >> (.. Dalla fig. (4.1) si riconosce che in questo caso la retta
2pdJm & molto inclinata verso la verticale, sicché le magnetizzazioni all’equilibrio sono molto
prossime a +1. Siamo interessati a conoscere in quale modo tendono a +1. Risulta

1 — e_4ﬁd=]ms 1 _ e—4BdJ

— ~ 1 _ a—4pd] .
= 1o Wi S 1yt ~1oe se B >> e (4.2.9)

ms

Quindi mg tende a 1 esponenzialmente in .

Nel caso f << f., gid sappiamo che la magnetizzazione all’ equilibrio é nulla. Rimane
quindi da studiare la magnetizzazione nell’ intorno del punto critico. Per f = . + € risulta
|m| << 1. In questo caso possiamo sviluppare in serie di Taylor il secondo membro della (4.2.8)
e risolvere rispetto ad m.

m =~ (26dJ)m — (25;”)37713 (4.2.10)
per cui 3
2 o 1) ~ _
m? ~ (%dj)g(wcu 1) ~ (B —Be) (4.2.11)
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In definitiva
m o~ (8= Be)'? (4.2.12)

Possiamo ora rappresentare la magnetizzazione come funzione di 5 in Fig 4.4.

'l

¥

Figura 4.4: Andamento della magnetizzazione in prossimita di 3. e per grandi f.

Dalla (4.1.13) si riconosce che a campo magnetico nullo I’energia si comporta proporzional-
mente al quadrato della magnetizzazione. In virtu della (4.2.12) possiamo scrivere

e~ (B—Be) per 8> S, (4.2.13)

A temperature maggiori della temperatura critica la magnetizzazione é nulla e quindi anche
I’energia. Il calore specifico si ottiene derivando ’energia rispetto a f3,

_ Oe

Oe

B’

Dal comportamento dell’energia si deduce che il calore specifico € discontinuo sul punto critico.
Rimane da studiare ’equazione di consistenza nel caso h # 0. Poniamo

_ _ A2
C=or ="

x —hp

=28dJ h = = 4.2.14
v = 98dJm + b m= o (12.14)
L’equazione di consistenza si pu6 ora scrivere nella forma
x — hp
= tanh 4.2.15
0pdJ (42.15)

Studiamo graficamente le soluzioni di questa equazione per h > 0 e |h| << 1: Come nel caso
h =0, esiste 3} tale che dobbiamo distinguere due casi

e 5 < (. : in questo caso ¢’é un’unica intersezione, corrispondente ad un punto di minimo
per ¢(m)(da verificare)

e 3> . : in questo caso ci sono tre intersezioni, una ¢ punto di minimo locale per ¢(m),
una & un punto di minimo assoluto, e la terza é un punto di massimo
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L’andamento di ¢ in funzione di m ¢ il seguente

Osserviamo che se |h| >> 1 ¢’¢ una sola intersezione, e intuitivamente ci si aspetta che essa
corrisponda ad uno stato d’equilibrio in cui tutti gli spin sono orientati parallelamente al campo
h. L’andamento di m come funzione di h & descritto dai seguenti due grafici

Nel caso 8 > (. esiste magnetizzazione spontanea. Del resto, per h < 0 'equazione di
consistenza ammette soluzioni negative. La teoria, cioé prevede 'esistenza di stati metastabili.

Ora vogliamo studiare la suscettivitd magnetica y. A tale scopo ricordiamo la formula

d
e tanhz = 1 — tanh? z (4.2.16)
Risulta dunque
dm dm
=— =(1-—m?)(26dJ— 4.2.1
=G = =) (200157 + 5) (1217
da cui
x[1=28dJ(1 —m?)] = (1-m?p (4.2.18)

La (4.2.17) puo scriversi quindi nella forma

_ (1—m2)ﬂ . 1 B 1 B i -1
X = 1 —2B8dJ(1 —m?2) - m—2d,] = </8<1_m2) ﬂc) (4.2.19)

Per quanto detto precedentemente sappiamo che per f = . ed h = 0 risulta m = 0. Se ci
poniamo nella condizione 8 < B. ed h = 0, in prossimita di S, si ottiene

X(B,h=0) ~ (; - ﬁlc) B (4.2.20)

Dunque la suscettivitd magnetica ad h = 0 diverge in 8 = ..

Figura 4.5: Grafico dell’equazione di consistenza per h # 0.
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i ()

m

T<T

Figura 4.6: Energia libera per h #2 0, h < 1

4

(a) Magnetizzazione per 8 < .

(b) Magnetizzazione per 3 > 3.

Figura 4.7: Diverso andamento di m in funzione di h a differenti 5.

4.3 Teoria di van

Consideriamo un sistema di N particelle in una dimensione, interagenti attraverso un potenziale
a coppie. Il potenziale ¢ costituito di una parte attrattiva a lunga distanza ¢ e una parte di
hard core di range 1. Sia Zy la funzione di partizione per questo sistema unidimensionale di
sfere dure interagenti contenuto in un volume A = L

der Waals.

Zy = [+ [ o davtldla - a) exe(-5 Y 6 - 1)
ij

dove x =0 se ¢ <1 ed é uguale a 1 se ¢ > 1. L’approssimazione di campo medio consiste in
questo caso nel sostiuire all’energia totale di interazione di una particella con le altre, che dipende
dalla configurazione, il valore che si ottiene considerando le particelle distribuite uniformemente

con il valore medio della densita p
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Z@b(’qi —q4|) = p/drqb(r) = —ap,a >0

J
Si ha

Zu(p,8) % x5 ) [ [ dar..davItyx(ia - )
Per calcolare I'integrale osserviamo che 'integrale é uguale a N! volte I'integrale sulla regione
0<qgr <@g <---<gny <L

Inoltre il prodotto di funzioni a scalino equivale a restringere la regione di integrazione a

0<qi<@p-11<@p<g-1,...,(N-1)<gv <L

Cambiando variabile r; = ¢j — (j — 1) e ponendo ¢ = L — (N — 1) si ha

alN ¢ TN r2 /N
Zn(p, B) R*exp{ﬁ p}/ d?“N/ d?"zv_r“/ dri = —
2 0 0 0 N!

L’ultima eguaglianza si giustifica cosi: si pué cambiare la regione di integrazione scegliendo un
qualunque r; e facendolo variare da 0 a ¢ e gli altri varieranno di conseguenza. Quindi se si
integrano tutte le variabili tra 0 a ¢ si ottiene N! volte I'integrale di partenza. In conclusione,

- A= (N = Dug)™ BaNp

dove vy = 1 rappresenta il volume occupato da una particella. Siccome l'approssimazione di
campo medio non dovrebbe risentire della dimensione, si assume la stessa espressione per la

funzione di partizione anche a dimensione maggiore di uno. Nel limite termodinamico si ha per
I’energia libera f
Bap

log Zx(p, B) =14+ —— +log(v — w)

)= Jim i

 NJAISoo [A]
I1 Limite é preso in modo che il rapporto N/V = p ¢é fisso. Per la pressione si ha

_9f

= (v—w) " - %BOZPZ

Questa ¢ I'equazione di stato di van der Waals, dove pg = vy 1 & 1a cosidetta densita di
massimo impacchettamento. Per p e T fissati I'’equazione ha 3 soluzioni v . Le isoterme nel
piano p,v appaiono come linee non convesse con una parte che corrisponde a compressibilta
negativa.La costruzione di Maxwell permette di correggere questo problema e corrisponde a
prendere l'inviluppo convesso dell’energia libera. Il punto critico ¢ definito come il punto in
cui le 3 soluzioni coincidono e questo permette di calcolare il volume, temperatura e pressione
critiche.

4.4 Modello 1/N e potenziale di Kac

In questa sezione intendiamo discutere un secondo possibile modo di ottenere ’equazione di
consistenza per la magnetizzazione. L’approccio che descriveremo & noto come modello 1/N.
Esso é equivalente alla formulazione variazionale ed ¢ fra i metodi esistenti quello che riproduce
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piu intuitivamente le idee illustrate nell’Introduzione. Il punto di partenza del modello 1/N
consiste nel modificare la hamiltoniana di Ising nel modo seguente: si suppone che interagiscano
tutti gli spin presenti nella regione A e che I'intensita dell’interazione sia uniforme ed inversa-
mente proporzionale al numero degli spin. Posto |A] = N, la hamiltoniana del modello 1/N
é

Ja
Hp(o) = —hZoi ~ 5N Z 0i0; (4.4.1)
(IS 1,JENIF£]

Intuitivamente ci si aspetta che la hamiltoniana (4.4.1) produca i risultati esaminati nella
sezione 5.1 poiche risulta

1 1
— Z 0i0j = Z oi| —= Z oj | ~ Z om(o) (4.4.2)
NZ "4 (N i ) i

dove m(o) ¢ il valor medio dello spin nella configurazione o, la magnetizzazione. Il vantaggio
della hamiltoniana (4.4.1) ¢ il fatto che la funzione di partizione corrispondente ¢ esattamente
risolubile. Per ricavare la soluzione esatta, cominciamo a scrivere la (4.4.1) in una forma pin

do=> > (4.4.3)

i g i=

opportuna. Risulta

Dalla (4.4.3) segue che
2
S 005 = Y105~ Y ov0; = (Z ai> N (44.4)
i x i=
e quindi

2
Hp(o) = —hza,- - ;;(Z ai> + % (4.4.5)

La funzione di partizione da calcolare & quindi

2
Ja J
BhY, oit 553 <Z¢Ui> — g

Zy(Bh) = e = (4.4.6)

BJa

2
_BJa Sl 2 Ui)
—e BQJ Z eﬁhzi Tig o < (447)

A tale scopo sfruttiamo l'identita

1 +oo 22
a/2 _ / d — %5 +Vax v +
e o Te a€ R 4.4.8
5 ) (4.4.8)
Ponendo )
BJa
a=" Za (4.4.9)
si trova

2
D ai> 1 +o0 22 BJo )
e ( - / dze” TV R TXici (4.4.10)



Sostituendo la (4.4.10) nella (4.4.7) si ottiene

o +oo 22 BJa .
Za(B,h) = Zeﬁhzmr / dre TV S g

(4.4.12)

—Bla it 2 </3h+z\/’”“> o
/ dze” T
V2T

La somma in ultimo membro della (4.4.12) si calcola esattamente:

Bh+x 5J“> >0
Ze( " \/7 = 2N cosh™ (511—}—:1:\/ %) (4.4.13)

o

Si ottiene quindi

2N +o00 22 J
ZA(B,h) = me_% /_OO dze™ = cosh (ﬂh + xwﬁNa> (4.4.14)
Ponendo "
= — = dr = +/pJaNd 4.4.15
FTaN T BJaNdz ( )
la funzione di partizione assume la forma
Zn (B, h) \/ JaNe 2 / dze= 252 coshV (WH—BJaz) = (4.4.16)
=N dzeN 9(z) (4.4.17)
dove ;
g(z) = —”BTazQ + log cosh <Bh + /BJozz) (4.4.18)

Prendendo il logaritmo di ambo i membri della (4.4.17) e dividendo per N si ottiene

+o0
BéaN> BJa ll og dzeNg(z)
s

1 1
NlogZA(B,h) —10g2+2Nlog( o N

(4.4.19)

—00

Nel limite N — oo della (4.4.19) si ottiene 'energia libera. Utilizzando il metodo del punto di
sella si ottiene
f(B,h) =log2 + max g(z) (4.4.20)
z

Per ricavare 'energia libera deriviamo f(z) rispetto a z ed imponiamo che la derivata sia nulla.
Si trova in questo modo 1’equazione

z = tanh(Bh + fJaz) (4.4.21)

E possibile dimostrare che la variabile z coincide con la magnetizzazione.

Bm = g = —,Bjazd— + ﬁtanh(ﬁh + ﬁJaz) + BJa tanh<ﬁh + BJaz) %

oh i i (4.4.22)

= Btanh(ﬁh + BJaz) =Bz
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In questo modo 'equazione (4.4.21) coincide con l'equazione di consistenza trovata nella sezione
(4.1.1) se si sceglie a = 2d. Infatti, questo equivale ad approssimare Ej Jojoj con m Zj Joj =
m2dJ.

Va notato che in questo modello la funzione di correlazione connessa (o;0;). non é nulla ma
tende a zero per N che va all’infinito.

II modello 1/N per la teoria di campo medio ¢ equivalente alla formulazione variazionale
e pertanto presenta lo stesso problema: la suscettivitd magnetica é negativa per 8 > B, ed m
in un intorno di m = 0. Il vantaggio del modello 1/N sta nel fatto che & possibile riconoscere
l'origine di questa difficoltd. Precisamente si deve osservare che nel modello 1/N Dintensita
dell’interazione tra gli spin tende ad annullarsi nel limite termodinamico, essendo inversamente
proporzionale al numero degli spin. Vogliamo accennare ad un metodo, elaborato da Lebowitz
e Penrose (1972) che permette di eliminare questa difficolta. Lavoriamo momentaneamente nel
linguaggio dei gas di particelle. Dato un potenziale

o(lz]) 1 selz]<ledxz#0 (4.4.23)
x = . .
0 altrimenti
si definisce potenziale di Kac il seguente potenziale
¢ (i — j1) = 7o(vli — ) (4.4.24)

Come si vede il potenziale di Kac ha range pari a y~! ed intensita pari a v¢. Nel limite v — 0
il potenziale si trasforma in un potenziale di range infinito e di intensita nulla. Nel linguaggio
dei sistemi di spin, data un interazione

o J seli—j|<ledi#j
Jiy = J(Ji = jl) = I (4.4.25)
0 altrimenti
si introduce l'interazione di Kac
I =0T (yli = 41) (4.4.26)

I1 metodo di Lebowitz e Penrose consiste nel modificare la hamiltoniana del modello 1/N nel
modo seguente
H) (o) = —hz o — % Z Jgjaiaj (4.4.27)
i i#j

E possibile calcolare la funzione di partizione a volume finito corrispondente alla hamilto-
niana (4.4.27). Eseguendo il limite termodinamico |A| — oo e quindi il limite v — 0 (si osservi
che l'ordine delle operazioni é cruciale), ci si aspetta a priori di riprodurre i risultati del modello
1/N. In realta quello che si ottiene & un’energia libera ¢(m) a 8 > [. data dall’inviluppo
convesso della energia libera con doppia buca, dove per inviluppo convesso di una funzione f si
intende la piu grande funzione convessa che non supera f.

La teoria non prevede 'esistenza degli stati metastabili, e questo € corretto per una teoria
delle transizioni di fasi nell’ambito della Meccanica Statistica dell’equilibrio.

Tornando all’ equazione di stato di van deer Waals, se usiamo ’energia libera invece della
pressione come potenziale termodinamico, otteniamo una espressione

F(Bov) =1+ aTﬁp +log(v — v).
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La pressione e ’energia libera sono legate dalla relazione

of
Bp = e
Il tratto con doppia "bozza" nel grafico di p in funzione di v corrisponde ad una zona nel
grafico di f in funzione di v di non convessita. Imporre la regola di Maxwell delle aree uguali
e’ equivalente a prendere 'inviluppo convesso della f. Infatti, siano v e v’ i volumi specifici
corrispondenti alle fasi liquida e gassosa di un isoterma (8 > [(.) nel piano p,v. Imporre la
regola di Maxwell per trovare la retta p = pg che interseca la curva nel punto vy in modo da
ottenere due aree uguali significa scrivere
vaf v of

— _ — _— r_
o Po(v — vo) . D0 po(v" — o)

f() = f(vo) = po(v — vo) = po(vo — ') + f(v') — f(vo)
fv) = f(v') = po(v =)

Ma l'ultima relazione e’ esattamente la retta di pendenza pg nel grafico f,v che costituisce
I'inviluppo convesso di f.

4.5 Correzioni alla teoria di campo medio

Un modo differente per ricavare ’equazione di consistenza fa uso della seguente identita, valida
in generale per un modello di Ising a campo magnetico non uniforme ed interazione a prossimi
vicini non uniforme

1
. - o~ BHA(0) _
<oi> = ;Uze alo) = (4.5.1)
o~ BHA(04,5)
_ Ly Zemn 7 (4.5.2)
ZA - ZUi::tl e_BHA(O'ivo')
1
= Z—Ze_ﬁHA(U) tanh <Bhi + B Z Jikak> = (4.5.3)
AT k:li—k|=1
=< tanh <5hz + B Z Jzk0k> > (4.5.4)

k:li—k|=1

dove & ¢ la restrizione di o all’insieme A — {i} e la somma che compare dentro la media é sui
siti prossimi vicini ad ¢, che sono in generale in numero di 2d. La dimostrazione della (4.5.4)
¢ semplice. La prima uguaglianza é la definizione della magnetizzazione. Per dimostrare la
seconda uguaglianza basta scrivere nella seconda riga

d=>> (4.5.5)
o o o;=*%1

La somma su o; si cancella allora a numeratore e a denominatore, e si ottiene la magnetiz-
zazione nel sito i. Per dimostrare la terza uguaglianza basta eseguire esplicitamente le somme
su o, mettere in evidenza e semplificare tutti i termini che non dipendono da i. Riscriviamo il
risultato (4.5.4):

< 0; >=< tanh <ﬂh1 + B Z Jiko'k> > (4.5.6)
k:li—k|=1
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Un altro modo equivalente é usare che 'attesa dell’attesa condizionata ¢ uguale all’attesa:
< 0; >= E[E[O’i‘Uj =0y, |Z —j‘ = 1]:|
_ 6 ePH(@) > oi=t10i 2 exp{Bhioi + Z\Fﬂ:l 0i0;}
> eBH(6) Y oi=t1 2i exp{Bhioi + Z|i—j|:1 0i0;}
Il termine ) 5 ePH(9) si semplifica fra numeratore e denominatore e il risultato ¢ la funzione

tanh(ﬂhﬁrﬁ Z Jik0k>

k:i—k|=1

E[O’Z’|O'j =0y, |Z —j| = 1}

di 04

Prendendone 'attesa si ottiene la (4.5.7).

L’approssimazione pit rozza che si pud fare nella (4.5.6) ¢ quella di portare a secon-
do membro il valore d’aspettazione dentro I’argomento della funzione tanh, ottenendo cosi
I’equazione

m; = tanh <th + B Z Jlkmk> (4.5.7)
k:li—k|=1

cioé un’equazione di consistenza di campo medio generalizzata al caso in cui le interazioni ed il
campo magnetico esterno non siano uniformi. Una approssimazione pit raffinata si ottiene nel
modo seguente

Osservazione 4.5.1. Sia data una funzione f(o;) dipendente dallo spin nel sito i. Vale
lidentita

f(o:) = A+ Bo; (4.5.8)

dove

A:% > flow) B:% > oif(o) (4.5.9)
o;==%1

o;==%1

Per ottenere I’espressione di A basta sommare ambo i membri della (4.5.8) su o; ed osservare
che il termine proporzionale a B si cancella. Per ottenere ’espressione di B basta moltiplicare
ambo 1 membri della (4.5.8) per o; e quindi sommare su o;: questa volta si cancella il termine
proporzionale ad A.

Analogamente, data una funzione f(o1, ..., o), vale I'identita

k k k
f(O‘l, ...,O'k;) =A+ Z Bj10'j1 + Z Cj1j20-j10-j2 + ...+ Z Lj1~...jk0'j1~-0jk (4510)

Jj1=1 J1,52=1 J1,J25--Jk=1

I coefficienti dell’espansione (4.5.10) devono essere determinati in modo analogo a quanto visto
nel caso k = 1.

Nel caso dell’equazione (4.5.6), a secondo membro compare una funzione degli spin nei siti
prossimi vicini ad 4. E possibile utilizzare 1" identita (4.5.10). Per esempio nel caso d = 1, h = 0
ed interazione uniforme si ottiene

tanh[8J(0i—1 + 0i41)] = A+ Boj—1 + Coit1 + Doi_10441 (4.5.11)
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Nel caso d = 2 i siti prossimi ad un dato sito sono quattro. Numerando quelli relativi al sito ¢
arbitrariamente ed osservando che la funzione tanh x é dispari in x é facile dimostrare che nel
caso h = 0 ed interazione uniforme risulta

4 4 4
tanh (ﬁJZUj> = Bioj+ Y Djjajs0in05s (4.5.12)
Jj=1 Jj=1 J1,42,43=1

E inoltre possibile verificare che i coefficienti che compaiono nella (4.5.12) non dipendono dagli
indici di sito, per cui

4
tanh <BJZ aj> B Z oj+C Z 010,05, (4.5.13)

Jj=1 J1,j2,J3=1

Se si fa ’approssimazione che la distribuzione di probabilita sia tale da fattorizzare le funzioni
di correlazione e che la magnetizzazione sia uniforme, possiamo scrivere

m = B'm + C'm? (4.5.14)

Se si procede a risolvere I'equazione (4.5.13) con i corretti coefficienti B’ e C” e si confrontano i
risultati con quelli ottenuti dalla soluzione esatta di Onsager, si riconosce che ’approssimazione
(4.5.14) & migliore di quella prodotta dalla formulazione variazionale.

4.5.1 Funzioni di correlazione

Nel modello di Ising a campo magnetico costante, interazione a prossimi vicini e b.c. libere vale
la seguente relazione

0% f
Xa(B.h) = 755(8. 1) |A| JZG:A < 010 > (B, 1) (4.5.15)
dove
< 00 >c (B,h) =< 0ioj >p (B,h)— < 0; >p (B,h) < 0j >p (B, h) (4.5.16)

¢ la funzione di correlazione connessa a due punti. La dimostrazione della (4.5.15) ¢ immediata a
partire dalla hamiltoniana del modello di Ising. Nel caso della teoria di campo medio la (4.5.15)
non vale. Infatti, come abbiamo visto, nella formulazione variazionale le funzioni di correlazione
sono fattorizzate. Questo implica che le funzioni di correlazione connesse sono identicamente
nulle. Si pongono due problemi:

(a) quale ¢ il risultato giusto per la suscettivita nella teoria di campo medio?
(b) Perché la (4.5.15) non vale nella teoria di campo medio?

La risposta ad entrambe le domande va cercata nel fatto che nella teoria di campo medio si
utilizza una misura diversa dalla misura di Ising. Per quanto riguarda la questione (b) ricordia-
mo che la formulazione variazionale della teoria di campo medio si basa sull’approssimazione
di minimizzare il funzionale energia libera su una classe di misure ristretta rispetto alla classe
per cui vale tale principio. Per questo motivo, detta py la misura reale di Ising, e posto

fem. = min{o[up]} energia libera di campo medio (4.5.17)
Hp
fr = élui] energia libera di Ising (4.5.18)
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risulta

per cui, essendo diverse le energie libere, in generale saranno diverse anche le loro derivate. Il
problema é capire in quale misura la differenza delle energie libere si trasmette sulle funzioni
di correlazione connesse. A tale scopo si consideri nello spazio delle misure trasl-invarianti la
norma

I — || = Sl}p}< fo>u—<f>p f continua (4.5.20)

Ora ¢ possibile espandere il funzionale ¢ in serie di Taylor attorno alla misura u;:
o¢p 526
Ol = dlurl + 5 klu=pr (1 = 1) + g [l (1 = pr)? + . (4.5.21)

La precedente espressione va intesa nel senso delle derivate di Frechet. Il simbolo g—ﬁ e’

I'operatore lineare A tale che

iy [P 1) — () — Ah|| _
h—0 17]

o(1)

Se esiste allora ¢ & detto Frechét-differenziabile in x, o semplicemente differenziabile in z.
Inoltre, A é chiamata la derivata (di Frechét) di ¢ in z. Analogamente sono definite le derivate
di ordine pin alto. Nella (4.5.21) il termine al prim’ordine & zero a causa del fatto che p; rende
minimo il funzionale ¢. Ne segue che se

e — per|| ~ € (4.5.22)
in virta della (4.5.21) si ha
1$l1] = plur]]] < €2 (4.5.23)
ed in virta della (4.5.20) si ha
<f>u—<[f>uy~e (4.5.24)

Le (4.5.23) e (4.5.24) ci dicono in che modo le differenze di energia libera si trasmettono
sulle funzioni di correlazione.

La formula (4.5.7) costituisce il punto di partenza nella discussione delle correzioni alla
teoria di campo medio. Lo scopo che ci poniamo ¢é calcolare le funzioni di correlazione connesse
a due punti. Utilizziamo perci6 la formula (2.7.3):

8mi
Oh;
Consideriamo la (4.5.7). Se |h] << 1 e f < B, la magnetizzazione |m| << 1, sicché

possiamo sviluppare la tanh in serie di Taylor e conservare soltanto il termine lineare:

m; = Bh; + 3 Z Jikmp (4.5.26)
k

B < oioj >c= (4.5.25)

dove si intende che J;; = 0 se k non é prossimo vicino ad 4. Dividendo ambo i membri per 3 e
definendo
1\ !
Ay = <_J + ) (4.5.27)
B ik

la (4.1.17) si puo scrivere nella forma compatta

m = Ah (4.5.28)
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derivando le diverse componenti della (4.5.28) rispetto alle componenti del campo magnetico si
riconosce che le funzioni di correlazione a due punti sono date dagli elementi della matrice A.
Per studiare la (4.5.28) sviluppiamo A;; in serie di Fourier

1

o= . . i(5-0;+k-Ox)
Aji (2n) /[0727@% df;do,G(0;,0)e"V " (4.5.29)

Poiché per interazioni trasl-invarianti A;; dipende soltanto da j — &, risulta

1 i
A = / dOG(0)e'U—k)0 (4.5.30
’ (27T)d [0,2n)d ) )
Posto B = A~ risulta .
B = / doB(0)e!U—k)0 4.5.31
! (27T)d [0,27]d (6) ( )
Dalla teoria delle serie di Fourier sul reticolo risulta
1
GO) = — 4.5.32
0= 55 (45:32)
Inoltre 5
B(0)= Y Boe ™ =3 et <—Jon + g”> (4.5.33)
nezd nezd
Assumendo che
J seln| =1
Jon = L (4.5.34)
0 altrimenti
si ottiene 1
B)=—->" Jem? + 3 (4.5.35)
[n|=1
Essendo .
n-0= anﬁl (4.5.36)
i=1
risulta
d 1
B(0) == 2J cos by, + (4.5.37)
k=1 B
In definitiva 5 .
A = /d@ei(j_k)'e 4.5.38
Ik (2m)d 1-2J8 Zzzl cos 0y, ( )

Se B = B, si riconosce che il contributo maggiore all’integrale viene dato in un intorno
dell’origine. Pertanto bisogna studiare 'integrale (4.5.38) per |#| << 1. Sviluppando cos 6 in
serie di Taylor si ottiene

3 / T 1
i* = | 4 1= 2BdJ + BJ|0)2 (45.:39)

(per B < B si hal—2pdJ > 0). Se B # B, risulta
A cost e~ V1-2BdJ|j—k|
T T —2pd)
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In questo caso si riconosce che le funzioni di correlazione a due punti decadono esponenzialmente
con lunghezza di correlazione pari a

€= (1-28dJ)""/? (4.5.41)

Se B = [, si ottiene

1 iy 1
A ~ / dgeti—k)0___ 4.5.42
L TCHT 0P (4.5.42)

Iniziamo ’analisi dal caso d = 3 ed estendiamo l'integrale all’intervallo (0, +00), perche il
contributo maggiore all’integrale é dato dall’intorno dell’origine. Adottando coordinate polari
per 6, e prendendo (j — k) lungo la direzione z nel 6 spazio, possiamo scrivere

N 1 1 p ood ei|k|rcos¢> ) L5A3
ok = 7J(27r)d /_1 (cosgb)/0 P (4.5.43)

Effettuando 'integrale in cos ¢ si ottiene

sin kr
_cL / PV o zm/
|| k| 2
ikr

e 1x

=C —fI R =C——

gl mimiRes(==| )l =Chg
Il calcolo €’ simile a quello della trasformata di Fourier della funzione di Green del Laplaciano.
Analogo calcolo in d = 1, 2 mostra che l'integrale diverge nell’origine (in d = 2 'integrale diverge
logaritmicamente) e ’andamento delle funzioni di correlazione ¢ manifestamente sbagliato. In

questo caso la teoria non fa previsioni corrette.
Per d > 3 l'integrale converge e possiamo scrivere

1

Ao ———
T

(4.5.44)

Per quanto riguarda la suscettivita magnetica, sfruttando l'invarianza per traslazione (valida
nel limite termodinamico) risulta

o0
X~y ety (4.5.45)

e quindi la suscettivita diverge per ogni valore di d.

Esaminiamo ora il calore specifico. Avendo definito la densita di energia come

si ha

O- de 2.J 32 /d0 (EZ:l cos 0,)?
dr (2m)d [1—2J03 Ezzl cos 0|2
Come prima studiamo 'integrale per |f] << 1. Sviluppando cos 8 in serie di Taylor si ottiene
per 6 in un intorno dell’origine B di raggio R

232 d?
C=="= 1 db
omd /B 1 —28dJ + BJ|0]2]2
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R ’l"d_l
= cost | d
s /0 "L = 2BdJ + )2
d—1

RZ
d—4 y
= t(1—2dp3) 2 dy———==
costl = 2d5) /0 I+

Se D > 4 l'integrale é finito. Se d = 4 l'integrale diverge logaritmicamente. Se d < 4 diverge
come (1 — 2dﬁJ)d%4.

Questo risultato differisce da quello ottenuto valutando il calore specifico in termini dell’e-
nergia libera che prevedeva discontinuita di C' in ogni dimensione al punto critico.
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Capitolo 5

Modello di Ising - Risultati

5.1 Teoria di Lee-Yang delle transizioni di fase.

E possibile studiare il problema delle transizioni di fase utilizzando il formalismo della Meccanica
Statistica dell’equilibrio. La teoria che vogliamo illustrare & stata elaborata nel 1953 da Lee e
Yang, e, a suo tempo, sembrava essere molto promettente. In realta dopo il lavoro di Lee e Yang
non sono stati ottenuti risultati importanti in questa direzione e il filone di ricerca legato a tale
teoria & stato sostanzialmente abbandonato. La teoria viene prima discussa per un sistema di
particelle sul continuo e poi per il modello di Ising.

Un modo di manifestarsi di una transizioni di fase ¢ attraverso la discontinuita o la diver-
genza di qualche derivata della pressione o di un altro potenziale termodinamico. Esaminiamo
il problema delle regioni di non-analicitd delle funzioni termodinamiche nel piano complesso dei
parametri.

Fissiamo anzitutto la notazione. Si consideri un sistema di N particelle di massa m confinate
in una regione A C R? ed interagenti mediante un potenziale a coppie ¢(x). L’ evoluzione
temporale del sistema € governata dalla hamiltoniana

N

2
H(qr,pry e anpn) = 3 2+ 3" 6l — g5) (5.1.1)

2m
i=1 1<i<j<N

Supponiamo che il potenziale ¢ sia caratterizzato dalle seguenti proprieta

o(x) = 400 se x<a (5.1.2)
—e<¢(x)<0 se a<z<xo (5.1.3)
o(x) =0 se x>z (5.1.4)

L’andamento del potenziale ¢ & descritto nella Fig. 3. Ogni molecola pud essere rappresentata
come una sfera rigida di diametro a che attrae le altre molecole quando queste si trovano in sua
vicinanza. Consideriamo la funzione di partizione gran-canonica

“+o0o
E(z,A,B) =Y 2NZ(N,A,B) (5.1.5)
N=0
dove )
20N A= 5 [ dnedaves{ -5 S ol a) (5.6

1<i<j<N
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¢ la funzione di partizione canonica e dove
Z(0,A,B8):=0 (5.1.7)
Il potenziale termodinamico gran-canonico € la pressione P definita dalla relazione
1
BIA|

L’idea di base della teoria ¢ la seguente. Supponiamo che |A] < 4o00. In tal caso la serie
(5.1.5) ¢ in realtd una somma finita. Per convincersi di cio basta osservare che se, fissato il

P(z,A, B) :== log Z(z, A, ) (5.1.8)

volume, si considera un numero NN di particelle troppo elevato, qualunque sia la configurazione
delle particelle, ci sara sempre una coppia di particelle i, tale che |¢; — ¢;| < a, e quindi
I'integrale che definisce Z(N, A, 3) & nullo. Detto quindi N,,(A) il numero massimo di particelle
compatibili con A, risulta

Z(N,A,B)=0 se N > Np(A) (5.1.9)
Nm(A)

E(z, A B) = > ZNZ(N,A,B) (5.1.10)
N=1

Ne segue che, essendo Z(n,A,3) > 0 per ogni N < N,,(A), allora la funzione di partizione
gran-canonica non possiede zeri per z € RT e quindi

P(z, A, B) é una funzione analitica di z € RT (5.1.11)

Il fatto che la funzione di partizione gran-canonica non possiede zeri nel semiasse reale posi-
tivo delle z significa che, considerata come una funzione della variabile complessa z, gli zeri della
funzione Z(z, A, 8) sono distribuiti nel piano complesso z ma non si trovano lungo il semiasse
reale positivo. Dunque nell’ipotesi di volume finito il sitema non manifesta transizioni di fase.
Ne segue che il solo limite in cui si possono rivelare punti di non analiticita, corrispondenti a
transizioni di fase, ¢ il limite |A| — oco. In tale limite N,,(A) — oo e la E(z,A, 3) diventa
realmente una serie.

Per studiare Z(z, A, ) nel limite termodinamico A — R?, conviene prolungare analiticamen-
te Z(z, A, T') sul piano complesso z. In tal caso il teorema fondamentale dell’algebra garantisce
che, per A finito, Z(z, A, 5) ha esattamente N,,(A) zeri. Questi zeri sono distribuiti sul piano
complesso z , ma non toccano mai l'asse reale positivo.

Il numero degli zeri aumenta e gli zeri stessi si spostano al crescere di |A|, per cui pud
succedere che nel limite |A| — oo tali zeri si vadano a disporre in modo sempre piu definito
lungo una linea che taglia I'asse reale positivo in un punto zp, come in Fig. 6; il punto zg é
in tal caso un punto di non analiticita per il limite termodinamico di P(z, A, ). E’ chiaro che
¢é stato possibile rivelare zy e comprendere realmente quello che succede soltanto estendendo
analiticamente Z, cioé interpretando z come variabile complessa. E chiaro che, in virta di
quanto detto, uno si aspetta che, se R é una regione del piano complesso z che interseca 1’asse
reale positivo in un certo intervallo D e se succede che in R non ci sono zeri di = per nessun
valore di |A|, questo debba succedere anche nel limite A — R?. In tal caso si pud escludere che
in D ci siano punti di non analiticita di P e quindi transizioni di fase. Questa ¢é I’idea principale
del lavoro di Lee-Yang. Naturalmente, affinché questa analisi abbia senso, sara necessario che
la P sia ben definita nel limite A — R%, cioé nel limite termodinamico. Le idee esposte sono
precisate matematicamente nel seguente
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Teorema 5.1.1 (di Lee-Yang). Sia C' una regione limitata e semplicemente connessa nel piano
complesso z contenente un segmento D dell’asse z reale positivo. Supponiamo che

1. p = limy, 00 pa,, esista finito in D.
2. la successione py, € uniformemente limitata in C.
3. la funzione di partizione Qp non ha zeri in C' per ogni A.

Allora p puo essere estesa ad una funzione analitica all’interno di C. Inoltre py, converge
uniformemente a p in ogni regione C' chiusa in C.

Che cosa succede se al crescere di n gli zeri di = si accumulano attorno ad un punto zg che
sta sul piano complesso z?7 Il teorema di Lee-Yang ci dice che nel limite n — oo il limite di
P(z,A,,3) & continuo in zg. Del resto potrebbe succedere che il limite della derivata prima
di P rispetto a z sia discontinuo in zg, e cid corrisponderebbe ad una transizione di fase del
prim’ordine. Oppure potrebbe succedere che P e la sua derivata prima sono continue in zg
nel limite termodinamico, mentre la derivata seconda di P é discontinua. In questo caso ci si
troverebbe in presenza di una transizione di fase del second’ordine. Una transizione di ordine
n si presenterebbe se la derivata n — ma di P fosse discontinua, con le derivate di ordine piu
basso continue.

Modello di Ising.

Analiticita dell’energia libera nel campo magnetico h. Lo studio degli zeri nel piano com-
plesso h mostra che gli zeri si possono trovare solo per |z| = [e®?| = 1, cioé¢ h = 0. Inoltre gli
zeri si accumulano in modo da formare una linea con densitd positiva intorno all’asse reale e
la tangente a tale linea € ortogonale all’asse reale. Questo fatto implica che la derivata della
magnetizzazione m (che ¢ connessa alla derivata dell’energia libera rispetto ad h) ¢ discontinua.
Per vederlo si pud interpretare ’energia libera ,che é un polinomio di ordine n in z della forma

n
f= constZ[log |z — zi| — log | zk|]
k=1

come il potenziale ¢ di un campo F generato da una linea di cariche z; che interseca il semiasse
reale positivo in zy. La magnetizzazione m ¢ la componente sull’asse reale del campo. Per
il teorema di Gauss il flusso relativo ad un circuito chiuso che circonda la linea di cariche é
diverso da zero ed ¢ dato da (Fy — E1) - n, dove n ¢ la normale alla linea. Quindi il campo E ¢
discontinuo.

Risultati per il modello di Ising.

Teorema 5.1.2. L’energia libera & analitica nella regione del piano complesso |Imh| < |Reh|.
Si fa vedere che se [Imh| < Reh (h > 0) allora
0 < Zx(h =0) < Zp(Reh — |Imh)) < |Za(h)|

per ogni A. La prima diseguaglianza é ovvia perché la funzione di partizione é strettamente po-
sitiva come funzione di variabile reale. Bisogna provare le altre due diseguaglianze. Osserviamo
che per riflessione di A in —h, poiché la funzione di partizione ¢é invariante si ha anche

0 < Za(h =0) < Zp(—Reh — [Imh]|) < | Zx(h)]
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I =z

Rer

Figura 5.1

per h negativo e quindi si estende la regione priva di zeri a |Imh| < —Reh.

Per la prova introduciamo la nozione di funzione definita positiva. Consideriamo una fun-
zione su [0,27]YN f(61...0xn). f & detta definita positiva se i suoi coefficienti di Fourier sono
non-negativi. Per costruzione si ha anche f — g & definita positiva se fk > g per ogni k. Questo
introduce un ordine nell’insieme delle funzioni definite positive.

L’insieme delle funzioni definite positive ¢ un cono moltiplicativo convesso, cioé é chiuso
rispetto alle operazioni di somma, prodotto, coniugazione complessa e moltiplicazione per co-
stanti reali positive ed anche chiuso per esponenziazione. Inoltre tali operazioni (compreso
I'esponenziale) preservano 'ordine.

Consideriamo un modello in cui ad ogni sito del reticolo viene associata una nuova variabile
di spin ¢’. In ogni sito ci sono due spin o e ¢’ che non interagiscono tra loro. Gli spin o’
interagiscono a prossimi vicini come nel modello di Ising. La Hamiltoniana del nuovo modello

¢ data da H(o) + H(o'). Si ha che

| ZA(h ZZQXPBJZO‘ZU]—I-O'O' —f—ﬁz *oi + hol)]

(4,9)

Vogliamo mostrare che G(h;o,0') := e #H+H) come funzione di o e ¢’ ha una serie di
Fourier con coefficienti che sono positivi se |Imh| < Reh.

Introduciamo le variabili (o} + 0;)/2 = t; = cosb; e (0; — 0})/2 = ¢; = sinb;. Una confi-
gurazione & assegnata dando per ogni sito una variabile 6 che assume i valori 0,7, +7/2. Per
passare alla serie di Fourier bisogna individuare le armoniche sferiche in questo caso. Poiché 0
pu6 assumere solo 4 valori, si ha che e = ("9 ¢ quindi basta usare solo 4 armoniche e**?
corrispondenti ai valori £ = 0, 1, 2. Per ’esponente nella funzione di partizione si ha

(gi0j + 0j0}) = 2 cos(b; — 6;)

(h*oj + ha'y) = (Reh — Imh)e' + (Reh + Imh)e™"

L’esponente pu6 essere letto come una funzione definita positiva se |[Imh| < Reh. Se adesso
consideriamo il caso di campo magnetico zero, i coefficienti di Fourier di exp{ } nella precedente
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formula saranno pit piccoli di quelli calcolati con h > 0. Ora osserviamo che |Zx(h)[? ¢ il

coefficiente di Fourier di indice 0 della funzione G(h) perché ¢ la somma sulle configurazioni 6
di G(h) e quindi si ha |Zy(h = 0)|? < |ZA(h)|?, per h non-negativo. Inoltre consideriamo una
Z corrispondente ad un campo magnetico reale b’ = (Reh — |Imh]). Si ha in tal caso

(W*o; + B'ol) = (Reh — |Imh])(e? 4 e7)

Poiché 0 < Reh—|Imh| < Reh=+Imh e l'esponenziale conserva 'ordine si hanno le relazioni
d’ordine

G(h =0) < G(Reh — [Imh]) < G(h)

Tali relazioni d’ordine per definizione di funzioni definite positive implicano le diseguaglianze

Za(h = 0)? < Zpy(Reh — |Imh|)? < |Za(h)]?

Per il teorema di Lee-Yang ’energia libera del modello di Ising risulta analitica all’interno della
regione |I'mh| < |Reh| e quindi per h reali per ogni h # 0.

L’approccio di Lee-Yang alla teoria delle transizioni di fase ¢ stato utile nello studio della
analiticita nell’attivitd (o campo magnetico). L’analogo studio delle proprieta di analiticita
nella temperatura é molto pitt complicato e non ci sono risultati rilevanti.

5.2 Matrice di trasferimento

Il modello di ising ad una dimensione con campo esterno diverso da zero non si riesce a risolvere
col metodo usato ad h = 0. Per h # 0 si usa il metodo detto della matrice di trasferimento.
Consideriamo ora la catena di spin A = {1,2,..., N}. Supponiamo che h # 0 ed imponiamo b.c.
periodiche, cioé identifichiamo lo spin nel sito N + 1 con quello nel sito 1. La hamiltoniana del
modello ¢é

N N
Hy(o) = —hZUi — JZUNHI (5.2.1)
i=1 i=1
La funzione di partizione é data dalla formula

Zn(B,h) =Y T it BT g (5.2.2)

Per calcolare la (5.2.2) utilizziamo l'ipotesi sulle b.c. e riscriviamo la funzione di partizione
nella forma equivalente

N
Zn(8,h) =11 (eﬁeﬁJe"> (5.2.3)
o =1

Definiamo la matrice di trasferimento 7' :

h h
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La matrice di trasferimento ha dimensioni 2 x 2 ed ¢ simmetrica. E semplice scrivere esplicita-
eﬁh‘f’ﬁJ e_ﬁJ
T=\ -8 o—Br+8J (5.2.5)

La (5.2.3) puo ora scriversi nella forma

mente i suoi elementi:

N
ZNB, 1) =D [ Trioir = Y ToroaTosos - Toyon (5.2.6)

o =1 o

Si riconosce nella (5.2.6) 'espansione di una traccia, e precisamente

Zn(B,h) = Tr(TN) (5.2.7)
Detti Ay e A_ gli autovalori di T', allora

Zn(B,h) =AY + AN (5.2.8)

Se Ay > A_ (non cé degenerazione: se ci fosse la matrice sarebbe proporzionale all’identita
in qualunque base vettoriale), possiamo mettere in evidenza A, ed ottenere

AN~
Zn(B,h) =AY <1 + A_J+V> (5.2.9)
L’energia libera é data semplicemente da
f(B,h) =log A\t (5.2.10)
Diagonalizzando la matrice T si puo verificare che
A+ = e’/ cosh(Bh) + (625‘] sinh?(Bh) + e_w‘])% (5.2.11)

Le formule (5.2.10)-(5.2.11) costituiscono la soluzione esatta del modello. L’ energia libera ¢
una funzione analitica per ogni valore finito dei parametri 8 ed h; nel modello unidimensionale
non c’é transizione di fase. Studiamo ’andamento delle funzioni di correlazione a due punti.
Consideriamo dunque due siti ¢ e j. Supponiamo ¢ < j. Risulta

N
1
< 0i0j > (8,h) =ZN(57h)§(7:amjil_Tle+l (5.2.12)
1 o o
- o T oy TN -3t 5.2.13

dove T, denota l'elemento di indice (a,b) dell'n-ma potenza della matrice T'. Indicando con
¢+ gli autovettori della matrice di trasferimento e sfruttando il teorema di decomposizione
spettrale, possiamo scrivere

=Y Njoj(a)d;(b) (5.2.14)
j=+
In particolare, nel caso in cui h = 0, risulta

Ay = 2cosh(8J) ; A_ = 2sinh(8J) (5.2.15)

() ¢ emm(h) e
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Quindi

< 0i0j >N >\N+,\N Yo > NN T 0(01)9n(01)0idk(05)dn(0)0;

0i,0;=%1kn==%

=N Z < )] i(iz)N_m(%a%)z (5.2.17)

dove
(6K, 0bn) = Z O (01)pn(0i)0 (5.2.18)
Considerando che, per i e j fissati (in assenza di degenerazione)
A\ Nt
lim <”> = 0p+ (5.2.19)
N—oo +
e che
A N
lim <_> =0 (5.2.20)
N—o0 )\+
possiamo scrivere o
A\
<oi0; > (B,h) =) <A> (fk, 0+ )? (5.2.21)
+
k=+
Nel caso in cui h = 0, risulta
(Or,004) = 6 — (5.2.22)
per cui o
A\ j—i
< oioj > (B,0) = o = [tanh(B.J)] (5.2.23)
+
Dalla (5.2.23) si riconosce che
lim < o0 >(68,0)=0 VB3>0 (5.2.24)

|i—jl—00

Dunque gli spin del modello molto distanti tra loro sono scorrelati ad ogni temperatura
diversa dallo zero assoluto. Allo zero assoluto gli spin assumono tutti lo stesso valore.

5.3 Caso bidimensionale e dualita

In due dimensioni il modello di Ising ¢ esattamente risolubile soltanto per h = 0. Nel caso h # 0
¢ necessario elaborare strumenti matematici che permettano, pur in assenza di una soluzione
esatta, di rivelare l'esistenza di transizioni di fase, conoscere il punto critico, etc. I metodi che
studieremo nel seguito sono sostanzialmente due: le espansioni perturbative e le disuguaglianze.

Dato L € N consideriamo un quadrato A = L x L bidimensionale. Se il campo magnetico
esterno é nullo, l'interazione a prossimi vicini e le condizioni al bordo libere, la hamiltoniana
del modello &

o)=—-J Z 0i0; (5.3.1)

(3,7)EA
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dove il simbolo (4,7) con i < j indica che i siti ¢ e j sono prossimi vicini (nel caso si usi la
convenzione (i, j) simmetrico occorre mettere 1/2 davanti la ), ). La funzione di partizione
I

a temperatura (§ ¢&
Zp(B,0) =Y P Zaien i (5.3.2)

Per calcolare la funzione di partizione proviamo ad utilizzare le stesse tecniche del caso unidi-
mensionale:

=" I 7 = [cosu(BN]™ " [ [1 + oio; tanh(8J)] (5.3.3)
o (i,j)EA o (i,j)eA

dove N; denota il numero delle coppie (i, j), cioé dei legami in A. Si pud dimostrare facilmente
che, nel caso di b.c. libere, risulta
Ny =2L(L-1) (5.3.4)

Sviluppando il prodotto nella (5.3.3) si ottiene una somma di termini della forma
k
ZailgleiQUjg---UikUjk [tanh(3J)] (5.3.5)

dei quali sopravvivono soltanto quello corrispondente a k = 0 e quelli per i quali il prodotto
delle o ¢ identicamente uguale ad uno. Se sul reticolo A si disegnano i legami, cioé dei segmenti
unitari tra i siti ,, e jy, in corrispondenza di ogni termine del tipo (5.3.5) si ottiene un circuito,
e si riconosce che i termini per i quali il prodotto delle o ¢ identicamente uguale ad uno sono
quelli che danno origine ad un circuito chiuso. Allo scopo di formalizzare questo concetto, dato
un circuito C' C A, definiamo

0C :={i € C: da i parte un numero dispari di legami } (5.3.6)

I circuiti chiusi sono formalmente quelli per cui 9C = (. Se il termine (5.3.5) genera un
circuito chiuso, esso da un contributo alla funzione di partizione pari a 2/ [tanh(5.J)]I€. Ne
segue che la funzione di partizione puo essere scritta nella forma

Z(8,0) = 2™ [cosh(8)]Y 3" [tanh(5.)]' (5.3.7)

CCA:0C=0

La somma (5.3.7) a sua volta puo essere calcolata come
[e.e]
Zx(8,0) = 2™ [cosh(8.J)]™ > " [tanh( (B)] " No (k) (5.3.8)
k=0

dove N¢ (k) definisce il numero dei circuiti chiusi C' C A di lunghezza |C| = k. Le funzioni di
correlazione si calcolano nello stesso modo. Per esempio per la funzione di correlazione a due
punti, relativa ai siti ¢ e j, eseguendo calcoli analoghi a quelli visti, possiamo scrivere

ZCCA:BC:{M} [tanh(ﬁj)]
2o CCAa0=0 [tanh(gj)} IC]

11 calcolo dei coefficienti Ne(k) & un problema combinatorio irrisolto. Tali coefficienti pos-

IC]

< 005 >A (6,0) = (5.3.9)

sono tuttavia essere stimati, anche se in generale gli errori (percentuali) commessi nelle stime
sono grandi. Dunque la strada intrapresa non conduce alla risoluzione del modello. Tuttavia,
dalla formula (5.3.8), ci si aspetta che nel limite in cui f << 1 i circuiti molto lunghi diano un
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contributo trascurabile, in modo che la stima della (5.3.8) si riduce alla stima dei coefficienti
N¢ (k) per circuiti corti. La (5.3.8) ¢ la formula di partenza per lo studio delle espansioni ad
alta temperatura.

Un modo alternativo per calcolare la funzione di partizione (5.3.2) ha origine dall’osservare
che
> gio0j =N (o) = N, (0) (5.3.10)
(i,9)EA
dove Nbi(a) indica il numero dei legami di segno + presenti nella configurazione o, cioé il
numero delle coppie (4, j) € A per le quali 0;0; = £1. Osservando che

N, = N;f (o) + N, (o) (5.3.11)
la funzione di partizione pud essere scritta nella forma

ZA(B,0) = PTNo N " 720N () (5.3.12)

Un modo diverso di riarrangiare la somma (5.3.12) ¢ il seguente. Per ogni coppia di siti
prossimi vicini (i,7) con legame negativo, si tracci sul piano Z2 tra i siti i e j un segmento
di lunghezza unitaria ortogonale alla congiungente tali siti. Se si esegue questa operazione per
ogni coppia di siti prossimi vicini, si riconosce che ad ogni configurazione o in A é associato un
insieme di contorni, alcuni dei quali aperti (precisamente quelli che hanno lati che separano siti
(7,7) € OA prossimi vicini con legame negativo), i quali separano le regioni in cui gli spin hanno
valore +1 da quelle in cui essi hanno valore —1. Viceversa assegnato un insieme di contorni
dello stesso tipo di quelli ottenibili col procedimento descritto, a tale insieme corrispondono
due configurazioni di spin, legate 'una all’altra da una trasformazione di spin-flip. Se avessimo
lavorato ad un modello di Ising con b.c.+ questo problema non si sarebbe presentato. Inoltre
in questo caso tutti i contorni sarebbero chiusi. Detto

F(U) = {V1)~"7ryk7)‘17"‘7>\h} (5313)

la famiglia di contorni associati ad una data configurazione di spin o, «; il singolo contorno
chiuso di questa famiglia e A; il singolo contorno aperto, € chiaro che, per costruzione, risulta

Ny (o) => |wul+INl i €T(0) (5.3.14)
Definendo
D(@)] =3 Il + A (5:3.15)
possiamo scrivere la (5.3.12) nella forma
ZA(B,0) = 2ePTNe Y " e=207IT] (5.3.16)
r

che, indicando con Cr(k) il numero delle famiglie di contorni I' di lunghezza |I'| = k, si puo
ancora scrivere come -
Zx(8,0) = 2e77N0 N " Cr(k)e 7k (5.3.17)
k=0
Lo studio dei contorni €& tanto complicato quanto quello dei circuiti, cosicché neppure questo
secondo metodo ci permette di arrivare alla soluzione del modello. Tuttavia dalla formula
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(5.3.17) si riconosce che nel limite 5 >> 1 le famiglie di contorni per cui & >> 1 danno
contributo trascurabile. La stima della (5.3.16) si riduce allora alla stima dei coefficienti Cr (k)
per famiglie di contorni corte. La (5.3.17) ¢ il punto di partenza per lo studio delle espansioni
a bassa temperatura.

Esiste un modo per collegare le descrizioni del modello basate sui circuiti e sui contorni. A
tale scopo si consideri la seguente trasformazione, detta trasformazione di dualita . Si consideri
un modello di Ising su A = L x L a temperatura 8 e campo esterno h = 0 con b.c. . Data una
famiglia di contorni chiusi I' ad essa ¢ associata una ed una sola configurazione ¢. Si costruisca
il reticolo Z2 i cui siti sono spostati di mezzo passo reticolare in direzione orizzontale e verticale
rispetto ai siti in Z? Tale reticolo ¢ detto duale di Z2. Sia A* € Z? il quadrato di lato L + 1
ottenuto spostando A, includendo anche i siti del contorno, di mezzo passo reticolare in ogni
direzione. I contorni su A possono essere interpretati come circuiti chiusi su A* Ne segue che

ZE(B,0) = PTNE) N "o 2BIH — o8N () N 72010 (5.3.18)
T CCA*:0C=0
dove, in questo caso Ny(£) denota il numero dei legami su A con b.c. +. Definendo la
temperatura §* mediante la relazione

tanh(3*.J) = e 27 (5.3.19)

si ottiene
eBINy(£)

ZE(8,0) = —Zx+(B*,0 5.3.20
A (5,0 214" [cosh(+J)] w70 ( )

dove si deve sottolineare che la funzione di partizione a primo membro si riferisce ad un modello

di Ising con b.c.4, mentre quella a secondo membro si riferisce ad un modello con b.c. libere.

Essendo
Ny(£) = Ny =2L(L + 1); IAN*|=(L+1)(L+1) (5.3.21)
si ricava facilmente la relazione limite
287
f(8,0) = 10g<> + f(8%,0) (5.3.22)
2[cosh(ﬁ*J)]2

Nella (5.3.22) si ¢ utilizzata la proprieta secondo cui 'energia libera non dipende dalle b.c.
Interrompiamo quindi momentaneamente ’analisi per dimostrare tale proprieta.

Proposizione 5.3.1. L’energia libera non dipende dalle condizioni al bordo.

Dimostrazione. La dimostrazione di questa proposizione é semplice e si basa sulla disuguaglian-
za banale
e® < el Ve e R (5.3.23)

Consideriamo due modelli di Ising d-dimensionali con parametri 3, h, A e b.c rispettivamente
libere e 4. Risulta
Za(8,h) S P Tier7itBI Tagen s

_ < BJ maxs | ZiEBA gi 5.3.24
Z/% (B, h) Yoo PP 2ien 0itBI 3 jyen 00 EBT Y icon o0 T ¢ ( :

Inoltre
e,@JmaxﬂZiEaA ail eﬁj\a/\‘ (5.3.25)
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Quindi

F(B,h) < f(B,h) (5.3.26)
Se la regione A ¢ tale che
. |OA]
im —— =0 5.3.27
[Aj=oo Al ( )

condizione verificata, per esempio nel caso in cui A é un rettangolo d-dimensionale. Scambiando
Z con Zf si riconosce che la (5.3.25) continua ancora a valere, e cid implica che il segno <
nella (5.3.26) puo essere sostituito con >. Ne deriva l'uguaglianza delle energie libere. O

La (5.3.22) si interpreta riconoscendo che, se il modello esibisce una transizione di fase alla
temperatura [ (definizione II), esso ne esibisce un’altra alla temperatura $* legata a [ dalla
(5.3.19). Imponendo, come suggerisce la teoria di campo medio, che il modello esibisca un’unica
transizione di fase, alla temperatura f., si ottiene I’equazione

tanh(fB..J) = e~ 2%/ (5.3.28)

E possibile risolvere analiticamente la (5.3.28). A tale scopo basta osservare che

tanh(8.J) = EZj :r Z—Zj - e216 . :_25; J_+11 (5.3.29)
e dunque la (5.3.28) si riduce all’equazione
sinh(28.J) =1 (5.3.30)
che ha come soluzione
BeJ = 0.44 (5.3.31)

La (5.3.31) costituisce un risultato esatto se riusciamo a provare che il modello esibisce un
unico punto critico. Il valore trovato deve essere confrontato con quello previsto dalla teoria di
campo medio

1 1
Bed = 201 (d=2) (5.3.32)
Le funzioni di correlazione si trasformano per dualitd nel modo seguente.
Consideriamo prima la funzione di correlazione < ¢;0; > per spin prossimi vicini, [ —j| = 1.
Il punto di partenza ¢ la rappresentazione (5.3.9) in termini di circuiti che diventa in termini
di contorni
—28*J|T|

ZF:@F:(Z'* j*) €
< O'iO'j >A (/8) = EF e_QB*J‘Fl

dove (ix,jx) ¢ il legame perpendicolare a (7,j). Osserviamo ora che il numeratore puo essere

(5.3.33)

letto come la funzione di partizione Z,. sul reticolo duale relativa ad una Hamiltoniana con .J;;
positivo per tutte le coppie diverse da (ix,j*) e negativo per la coppia (i*,j*). Il precedente
rapporto pud essere riscritto come

Z K*

— —2B%Tix jx *
< e T > A
A A= (57)

In definitiva, ricordando esplicitamente la dipendenza dalle condizioni al contorno,

< 0ioj >A (,8) —< e725*0'7;*,j* >f* (/B*)
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Al punto di autodualita 3 : B = B* se lo stato ¢ unico si ha
< ojoj >= Vo— < OixOjx >

perché sinh2f = 1 e cosh28 = v/2 da cui < 005 >= % e questo permette di calcolare
esattamente ’energia interna.
La trasformazione di dualita si generalizza ad una funzione di correlazione per siti non
L . o i1
prossimi vicini usando l'identita o;0; = 1l _; o g41-

Vogliamo concludere con la seguente osservazione. Il metodo di risoluzione che fa uso dei
circuiti puo essere applicato senza alcuna modifica al modello di Ising per d > 2. Il metodo che
fa uso dei contorni deve essere leggermente modificato. Infatti in un modello tridimensionale
non ha piu senso separare le regioni contenenti spin positivi da quelle contenenti spin negativi
mediante contorni. In questo caso si dovranno utilizzare superfici. In questo modo si riesce a
ripetere la procedura vista nel caso bidimensionale. Tuttavia per d > 2 si perde la possibilita di
legare i due metodi di risoluzione come abbiamo visto nell’equazione (12.6.33). Per questo
motivo il modello in due dimensioni & detto autoduale ed é possibile individuare con esattezza
il valore di 5.

5.4 Argomento di Peierls

Il modello di Ising bidimensionale esibisce transizioni di fase. La soluzione esatta per h =
0, dovuta ad Onsager, consente di studiare tale fenomeno analiticamente. In questa sezione
vogliamo mostrare che ¢ possibile convincersi dell’esistenza di transizioni di fase (definizione I)
anche senza conoscere la soluzione esatta. L’analisi che svolgeremo ¢ nota come argomento di
Peierls (1936).

Consideriamo modelli di Ising con b.c. . Vale anzitutto il seguente risultato:

<o;>F (B,h) =—<0; >, (B,—h) (5.4.1)

Dimostriamo la (5.4.1). Risulta

1 . o .
. + _ X BhZz 01+5J2i i) 040 +6J2l 0q __
< 0; >A (B, h) = W ;O’Ze (@.3) J €0A = (542)
1
=———— ) (—0y) % (5.4.3)
2K

Xe_’Bh Zi(_gi)‘FﬁJZ(i,j)(_Ui)(_Uj)_BJ ZieaA(_Ui) (544)

Definendo ¢’ := —o ed osservando che la somma (5.4.4) & su tutte le configurazioni, si trova

1 / ’ 1 /
< oy >X (ﬁvh) = Zaie—ﬁhzi o +BI 31,5 0105 BI Picon i <o >, (/8, —h)
ZA (B? h) o!

(5.4.5)

Ripetendo lo stesso ragionamento sulla funzione di partizione si ottiene

Z3(B,h) = Zy (B, ~h) (5.4.6)

74



e la (5.4.1) ¢ dimostrata. Da tale relazione si deduce che per h = 0 'unica possibilita affinché
non si manifesti una transizione di fase ¢ (def. I) che la magnetizzazione sia nulla con b.c. +.
L’argomento di Peierls prova che, se 8 é sufficientemente grande, cid non avviene.

Discutiamo in dettaglio I’argomento di Peierls. Consideriamo un modello di Ising con h = 0
e b.c. +. Risulta

<o >4 (8,0)=1-2pf(0; =—1) (5.4.7)
dove p;{(ai = —1) denota la probabilita che nelle condizioni fissate lo spin nel sito ¢ abbia valore
o; = —1. Utilizziamo la descrizione del modello che fa uso dei contorni. E chiaro che se risulta
o; = —1 in una data configurazione, necessariamente esiste un contorno che circonda o;. 11

contrario non é vero, come si puo facilmente capire considerando la configurazione in cui o; = 1
e 0; = —1 dove |j —i| = 1. Usiamo nel seguito la notazione v o ¢ per indicare che il contorno =y
circonda il sito i. Dato allora v o ¢, definiamo

A, ={T:veT} (5.4.8)
A, ¢ quindi I'insieme delle famiglie di contorni contenenti «. In virti di quanto detto possiamo
scrivere
pi(oi=—1) <p} (U An,) (5.4.9)
yoi
Inoltre 21T
> rer €
+ o yel
Py (A’Y) - Zl" e_25J|1‘*| (5410)

Consideriamo ora la seguente definizione. Data una famiglia di contorni I', diciamo che essa ¢
compatibile con v o4 se I' U~ definisce una differente configurazione di spin rispetto a quella
associata a I'. Ne segue che

+ 28.J|| ZFcompw 6_26J‘F| 28J ||
Py(4y) =e S o B (5.4.11)
In definitiva risulta
piloi=—1) <> e 207N (5.4.12)

yoi

Definendo N;(k) come il numero dei contorni «y o di lunghezza |y| = k, possiamo scrivere
o0
piloi=—1) <> Ni(k)e 2/ (5.4.13)
k=0

Una possibile stima per i coefficienti N;(k) ¢é la seguente

Ni(k) < (2d —1)*k?  d = n.ro di dimensioni (5.4.14)

Da essa si ricava -
piloi=—1) < 3Fk%e 27k (5.4.15)

k>4

La serie (5.4.15) converge rapidamente per 5 >> 1 ed assume un valore arbitrariamente piccolo
in questo limite. Dalla relazione (5.4.7) si riconosce che quanto piu 8 é grande, tanto piu
la magnetizzazione nel sito ¢ si approssima ad uno. In ogni caso per 8 >> 1 essa é diversa
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da zero, e questo prova l'esistenza di una transizione di fase (def. I). Si ha, per j tale che
0>2logk —ka < —kae—a=1log3d—25J

pplop=—-1) < Zexp{ﬂogk + k(log3 —25J)}
k>4

< Zexp{—kza}

E>1
Se

e @ 1

<
1—e @ 2

Z exp{—ka} =

k>1
allora m > 0. Quindi per JB > log3 = 1.09 si ha m > 0.

5.5 Soluzione di Onsager

Il procedimento per ottenere la soluzione esatta del modello di Ising in due dimensioni fa uso
della matrice di trasferimento. Discutiamo in dettaglio tale procedimento. Consideriamo un
rettangolo A = M x N C Z?%. Imponiamo b.c. periodiche :

UM+1,j = O‘Lj Vj = 1,...,N N Oi,N+1 = 031 Vi = 1, ...,M (5.5.1)

Se il campo magnetico esterno é nullo e l'interazione é a siti prossimi vicini, la hamiltoniana
del modello &

M N M N
HA(O’) == _Jzzai’jai’j+l - JZZO’LJ'O}JFL]' (552)

i=1 j=1 i=1 j=1

La funzione di partizione é data dalla relazione

M
ZA(/B,O) = ZHTU»L'O'Z‘+1 (553)

o =1

dove

g7 & N gy &
Tgigi_‘_1 = exp(2 Z 0i,j0;5+1 + BJZ 03,j0i4+1,5 + > Z Ui+1,j0i+1,j+1> (5.5.4)
j=1 j=1 j=1

& ’elemento di posto o;0;41 della matrice di trasferimento 7" e
g; i — {O'i,la ceey Ui,N} (555)

Dalla (5.5.5) risulta chiaro che la matrice T ha dimensioni 2%V x 2V Inoltre dalla (5.5.3) risulta

2N
Zx(8,0) = Tr(TM) =Y AV (5.5.6)
j=1

dove \; denota il j-mo autovalore di 7. Indichiamo con A; I'autovalore massimo, che per il
teorema di Perron-Frobenius € non degenere per ogni N finito. Possiamo scrivere

ZA(B,0) = A{M{l +§;<2>M} (5.5.7)
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L’energia libera si ottiene nel limite termodinamico N, M — oo. Possiamo eseguire il limite
prima su M e poi su N :

. . 1 .1
f(B,0) = lim lim T <N log Zx(B,0) = A}gnoo N log \ (5.5.8)

N—o00 M—00
Per eseguire il limite (5.5.8) & necessario diagonalizzare la matrice di trasferimento. Non di-
scutiamo il procedimento di diagonalizzazione, dovuto ad Onsager, e riportiamo direttamente
il risultato per I'autovalore A;:

A1 = [2sinh(28J)] N/2 exp — (Z lgk+1> (5.5.9)
dove .
coshl; := cosh(28J) coth(25J) — cos<7TN7) (5.5.10)
Ne segue che
F(8,0) =3 log[2sinh(257)] +
N—-1
+ A}gnoo QL Z arccosh[cosh(28.J) coth(28.J) — os<7r(zljv+1)> (5.5.11)

Nel limite N — oo la somma che compare in (5.5.11) si risolve in un integrale (notare che
la, somma ¢ solo sui dispari e che quindi 'ampiezza dell’intervallino ¢ 27 /N), per cui

1 1 ("
f(B,0) = B log[2sinh(28.J)] + 2/ df arccosh [cosh(23J) coth(28.J) — cos 6] (5.5.12)
T Jo
Per scrivere la f in modo pita conveniente utilizziamo l'identita

arccosh |z| = 71T/7r dglog[2(z — cos ¢)] (5.5.13)
0

In questo modo possiamo scrivere

f(8,0) = 1log [2sinh(28.J)] + llogg +

27T2 / dfdelog[cosh(28.J) coth(28.J) — cos 6 — cos ¢]

=log2 + 9.2 /0 dfd¢log [cosh2(2BJ) — sinh(28.J)(cos 6 + cos ¢)] (5.5.14)

Dall’energia libera f ricaviamo ’energia interna e, mediante la relazione

oy
=95 (5.5.15)
Si ha:
4 cosh(25J) coth(28J) = LB sinh?(23.J) — cosh?(26.J)] coth(23.J)
dj ~ sinh(23J)

2.J ,
= m[smﬁ(wj) — 1] coth(28.)
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¢ = Jeoth(28) + ——27 1 /” p [sinh?(28J) — 1] coth(25J)

sinh(28J) 2712 0 [cosh(2BJ) coth(25J) — cosf — cos gb}g

Il risultato del calcolo é il seguente

e = Jcoth(zﬁj){1 + [sinh?(28J) — 1] x

1
x/ / Cosh2 (28.J) — sinh(28.J)(cos 8 + cos ¢)} (5.5.16)

Sicuramente 'integrale (5.5.16) diverge per § = ¢ = 0 se vale la condizione
cosh?(23.J) — 2sinh(26J) =0 (5.5.17)
Si verifica facilmente che l'equazione (5.5.17) ¢ equivalente a
1 + sinh?(28.J) — 2sinh(26.J) = [1 — sinh(28J)]? =

sinh(28.J) = 1 (5.5.18)

La condizione (5.5.18) ¢ identica alla (5.3.30). A priori non & possibile dire se l'integrale
(5.5.16) diverga anche per altri valori di 6 e ¢ e dei parametri termodinamici. E possibile
tuttavia ricondurre tale integrale ad un integrale ellittico, in modo da poterlo studiare. Si puo
cosi dimostrare che 'unico punto di singolarita si ha per § = ¢ = 0. Osserviamo inoltre che nella
(5.5.16) l'integrale divergente ¢ moltiplicato per un fattore che ¢ nullo per 8 = .. Ne segue
che la singolarita dell’integrale potrebbe essere compensata da tale fattore. Bisogna dunque
studiare in che modo l'integrale (5.5.16) diverge. A tale scopo sviluppiamo le funzioni cosf e
cos ¢ nell’intorno dell’origine. Otteniamo cosi

dfde
/ / 62+ 5 L sinh(28.7)(62 + ¢2) (5.5.19)

62 := cosh?(26.J) — 2sinh(23.J) (5.5.20)

dove

Poiche l'integrale (5.5.19) dipende da 6 e ¢ soltanto nella combinazione 62 + ¢2, possiamo
adottare coordinate polari e scrivere tale integrale come

r rdr
2 5.5.21
7r/0 62 + 3 sinh(28.J)r? ( )

Poiche risulta )
zdx

—— = —log(d 2 5.5.22

/52+5$2 23 0g (0 + fa”) ( )

ne segue che l'integrale (5.5.19) diverge come

4

——logd 5.2

sinh(28.J) ©8 (5:5:23)
Inoltre si verifica facilmente che

62 = [sinh(28J) — 1]2 (5.5.24)

cosicché, essendo

lim xlogz =0 (5.5.25)

x—0
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la singolarita dell'integrale (5.5.16) & perfettamente compensata. In particolare per valori di g
prossimi a f3., 'integrale (5.5.16) riceve un unico contributo per § = ¢ = 0, cosicché possiamo

scrivere
e ~ —J coth(28.7)[1 + A(B — B.) log(8 — )] (5.5.26)
Il calore specifico ha una singolarita nel limite 8 — .. Infatti
Oe
Cr~—~1 — Be 5.5.27
95 og(8 — Be) ( )

La divergenza di C' in 8 = f. rivela definitivamente l’esistenza di una transizione di fase in

Bzﬁc-

Prima di esaminare 'esistenza di magnetizzazione spontanea studiando le funzioni di corre-
lazione, enunciamo il teorema di Perron-Frobenius per matrici finito-dimensionali.

Definizione Una matrice A ¢ detta essere riducibile se esiste una permutazione di colonne e
righe che la trasforma in una matrice della forma

(0 5)

Teorema 5.5.1 (Teorema di Perron-Frobenius). Sia A una matrice simmetrica irriducibile

con B e D matrici quadrate.

n X n con elementi A;; non negativi e sia A il suo massimo autovalore. Valgono le sequenti
proprieta :

1. A>0
2. la corrispondente autofunzione 1 ha tutte le componenti ¢ positive.

8. X non é degenere

Dimostrazione. Poiché la somma degli autovalori ¢ non negativa (& la traccia di A) deve essere
A > 0. Sia u un autovettore corrispondente a A. Allora

0 <A< (u,Au) < (|ul, Alu]) <A

dove w ¢ il vettore di componenti |u;| e 'ultima diseguaglianza segue dal fatto che A =
supy(v, Av). Quindi anche |u| & un autovettore corrispondente a A. Se A é uguale a zero,
allora deve essere A;; = 0 a meno che |u;| = 0 per qualche 7. per permutazione degli indici

\ui\>0,i:1,...,m \ui\:0i>m

Allora Alu| =0 e A;; =0se j < m e quindi A ¢ riducibile. Quindi A > 0.
Per provare che u & positivo, supponiamo w; = 0 per qualche i, quindi come sopra |u;| >
0,i=1,....m |u;|=0i>me

Z Aiju]‘:(),i>m

j=1m

e questo implica A;; = 0 per ¢ > m e la matrice ¢ riducibile. Infine, se A ¢ degenere, esistono
due autovettori u, v ortonormali corrispondenti a A. Scriviamo

Au+ |ul) = A(u + [ul)
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che implica per ogni i
u+ |u| = 0,oppure u + |u| > 0,

e lo stesso per v. Quindi u e v non possono essere ortogonali. ]

Osservazione 5.5.1. Una matrice con elementi tutti positivi é irriducibile. Quindi il teorema
st applica alla matrice di trasferimento.

Il calcolo delle funzioni di correlazione a due punti ¢ molto simile a quello discusso nel
modello unidimensionale. Consideriamo per esempio due siti appartenenti alla stessa colonna
(i,7) e (i +r,j). Risulta

< 04,j0ivrj >MxN (8,0) =

M
1 1
= M 1,791 j TO"O" — 1,701 'TG o "'TO' o
Te(TM) ;U%JUHT,JE i1 = (M) ;U%JUHM 102 MOl
1 _
- Tr(TM) Z Ui’jTgiUHrUHTJT%r; (5.5.28)
04,04+
Secondo la formula di decomposizione spettrale
2N
Ty =) Ni(0);(r) (5.5.29)
j=1
da cui
< 04,j0itrj >mxn (B,0)
1 2"
= Toiy 2 2 MM T k(0090(00)00i0k (1) P (0i4r) iy
0i,0itr kyn=1
1 X
= Ty 2o M (@ 000)] (5.5.30)
kn=1
dove
(6, 00n); = > r(0:)0i j6n(03) (5.5.31)
o
Sfruttando la (5.5.7) si ottiene
2N r M—r
1 A A
< 04,j0itrj >uxn (8,0) = — Z <)\’1“) ()\T) (¢, 00n);  (5.5.32)

2N [ X =
1+Ej—2<)\i> kn=1

Poicheé per r, N fissati risulta (per il teorema di Perron-Frobenius)

i ()7 s
Mgnoo()\1> = On,1 (5.5.33)
ne segue che
2N r
< 0ij0irj >N (6,0) = ;(if) (61, 061)F (5.5.34)
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Il procedimento di diagonalizzazione della matrice T" mostra che

¢1(0) = ¢1(—0) (5.5.35)

Infatti, se ¢1 € una autofunzione anche S¢; lo &, dove S é 'operatore di spin-flip, perché S com-
muta con la matrice di trasferimento. Poiché A; é un autovalore semplice deve necessariamente
essere ¢1 = S¢1. Dunque

2N r
< 0ijoitrj >N (6,0) = Z(ﬁ) (¢k70¢1)? (5.5.36)

k=2

Inoltre é possibile dimostrare che nel limite N — oo 'autovalore A\; é non degenere per 8 < .
e degenere per 5 > .. Quindi

lim lim < o; 0,0, > 0
o e 04,50i+r,j5 N(ﬂy )

{:0 e f < Pe (5.5.37)

#0 sef>f

Osservazione 5.5.2. La teoria di campo medio prevede un comportamento del calore specifico
al piv discontinuo in 8 = B.. Ne seque che [’esponente critico previsto da tale teoria é sbagliato.
E possibile ricavare i principali esponenti critici dalla soluzione di Onsager con tecniche che
non discuteremo. Riportiamo soltanto ¢ risultati, confrontandoli con quelli previsti dalla teoria

di campo medio.
T\ T\" T\
C~(1-= ~(1-= ~(1-=
< Tc) " < Tc) X ( Tc)

1
I E~(T-T0)" m ~ h?

@ I3 v & 1 v

sol.esatta 0 1/8 7/4 15 1/4 1
teoria ccom. disc. 1/2 1 3 0 1/2
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Capitolo 6

Metodi Non Perturbativi -
Disuguaglianze

6.1 Diseguaglianze di correlazione.

In un ferromagnete ci si aspetta che gli spin siano correlati positivamente. Ad esempio, per
quella a due punti si dovrebbe avere

(gioj)c >0 (6.1.1)
Si provano diseguaglianze pia generali di queste. Consideriamo un modello di Ising generaliz-
zato, con interazioni non solo a prossimi vicini

—H =Y Jaoa (6.1.2)
A

con A un sottinsieme di Z% e o4 = HjeA oj. Ad esempio nel caso di Ising in campo esterno
c¢’¢ una interazione a due corpi, quindi A = (7, j) e accoppiamento J; j, e un’interazione ad un
corpo, A = i e J; = h;. Per Hamiltoniane ferromagnetiche, cioé¢ tali che J4 > 0 per ogni A
valgono le diseguaglianze ferromagnetiche, dette anche GKS dai nomi Griffiths, Kelly, Sherman

Teorema 6.1.1. Sia —H =), Jaoa e Ja > 0 per ogni A. Allora per ogni volume finito si ha

1) (o) >0 per ogni B € 7% (6.1.3)
2) (cpoc) — (o){oc) >0 per ogni B,C € 7.4 (6.1.4)

Dimostrazione. La prima diseguaglianza € la pia facile da provare. Infatti sviluppando l’espo-
nenziale in serie di potenze di 3 si ha

(op) = ;zo:age_ﬁH = ;Zagnz:%g;(%: Jaop)"

g

I1 valor medio di o4 & cosi riscritto in termini di somme sulle configurazioni di polinomi nelle
o della forma ogo 04/ - -+ che sono positive o nulle. Poiché i coefficienti dipendono da J4 che
sono tutti positivi, si ottiene il risultato.

Per dimostrare la seconda diseguaglianza osserviamo che dobbiamo calcolare termini del tipo
prodotti di somme sulle configurazioni ) e PH(2) Yoo e PH() ¢ per questo ¢ utile cambiare
variabile e usare invece di o e o’ ; B

7t = %(U-FJ/), T =(0—0") (6.1.5)



Prima per6 ossrviamo che
(opoa) — (oB)(oa) = (oalop — of5)"

dove a destra l’attesa € presa rispetto alla misura generata dall’Hamiltoniana "duplicata"
Z Joloc + of]
C

Si pu6 pensare di questo modello come un modello in cui in ogni sito ci sono due variabili di
spin o e ¢’ che non interagiscono, per cui valgono le identita

(opoa) = <O’BO'A>D, <UBUf4>D = (oB)(0oA) (6.1.6)

Usando le variabili 7+ e 7~ si ha
D 1 _ _ _
<UA(UB—039)> = m<(7++7 )A[(T++T )— (T -1 )B]> (6.1.7)

dove |A| ¢ il numero di elementi in A e 75 = [[;c4 7. Esaminiamo i singoli fattori in (6.1.7):
- 1—bi_— b;
rtra= 3 1=
b;=0,1i€A

E un polinomio nelle 7% a coefficienti positivi. Inoltre

r—ram 3 T o St

b;=0,1i€A

Di conseguenza la differenza fra i due termini

(= (== 3 [I T M (s
b;=0,1i€B

& anch’esso un polinomio a coefficienti positivi. Per concludere 'argomento basta far vedere che
la media di un generico prodotto di 7 ¢ e 7= ¥ & positiva, con £ e k interi

Z (Ti+)e(7i_)kei’8H(z)

T=-1,0,1

Rimane da valutare il segno di termini del tipo seguente

T£=-1,0,1

Se £, k sono entrambi pari i prodotti sono positivi.

Negli altri casi basta osservare che ) __ £1,0 7 > 0 per concludere che questi termini sono
sempre positivi. In conclusione tutte le attese dei prodotti sono positive, i coefficienti dei
polinomi sono positivi e cosié provata la seconda diseguaglianza. O

Prova alternativa della seconda diseguaglianza

Esiste una corrispondenza biunivoca tra le configurazioni o e i sottinsiemi di R%:

o= A={z:0(x)=-1}
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Dato o = Ilcgo, si ha che il valore di o nella configurazione A é dato da
op(4) = (-1)/PM = 04(B)
Valgono le seguenti identita:
op(A)oc(A) = (—=1)IPMI(—1)IC0Al = (—1)IBAARAT — 5 £ (A)
dove BAC = (BUC) — (BNC() ¢ la differenza simmetrica di B e C,
op(C)op(A) = (—1)BACHIBNAl = 55 (CAA)
Z*(< ogoc > — < op >< 00 >) =

Z exp{f Z Jpop(A)} Z opac(A’) exp{s Z Jpop(A')}
A D Al D
> op(A)exp{B8Y_ Jpop(A)} Y oc(A)exp{8  Jpop(A)}
A D Al D

=Y loBac(A) —op(A)oc(A)]exp{B Y Jplop(A) + op(A')]}
AA D

Sia M = AAA" ¢ S = BAC. Si ha che
lop(A) + op(A')] = op(A)op(A)op(A) + op(A') = op(A)[L + op(M)]
op(A)oc(4) = op(A)op(A)op(A)oc(A') = op(M)os(A)
da cui
ZX(<opoc > — <op><oc>) =Y [l-op(M)] [ZUS(A’) exp{8 Y _ Jpop(A)[1+op(M)]}
M Al D

Per ogni M il termine nella parentesi quadra é Pattesa di og(A’) (moltiplicato per Z) rispetto ad
una Hamiltoniana con interazione Jpop(A')[1+op(M)] > 0 quindi per la prima diseguaglianza
¢ non negativa. Anche il fattore [1 — op(M)] & non negativo da cui il risultato.

6.2 Applicazioni.

Crescenza in  delle funzioni di correlazione

Le funzioni di correlazione connesse sono collegate a derivate dell’energia libera. Consideriamo
I’Hamiltoniana
-H = Z Jaoa, Ja > 0 per ogni A (6.2.1)
A
Si ha che
_ 10{op)
"B 0Ja

Poiché le GKS valgono per questa classe di Hamiltoniane, si ha che le funzioni di correlazione

(opoa) —(ca)(oB) (6.2.2)

sono crescenti negli accoppiamenti ferromagnetici J4. Poiché si pud sempre scrivere la derivata
rispetto a 8 di una funzione di correlazione (op) qualsiasi come derivata rispetto a 3J4 per (3
volte la derivata rispetto a Jy4 si ha usando le GKS che

9{oB)
B

>0
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Monotonicita nel volume delle funzioni di correlazione

Consideriamo I'Hamiltoniana (6.2.1). Sia (op)a la media di o5 con condizioni al contorno libere
in A. Confrontiamola con la media su un volume pit piccolo A’ (si pensa B C A’). Si ha che

(o)A > {oB)Ar (6.2.3)

In altri termini le medie con condizioni al contorno libere di osservabili cilindriche sono crescenti
nel volume. Per provarlo usiamo le GKS che valgono per questo modello. (op)ar pud essere
pensata come una media rispetto ad una differente Hamiltoniana Hy: che differisce da Hp per
il fatto di avere J/; = 0 per A non in A’ e J; = Ja per A C A, cioé ha zero gli accoppiamenti
fuori di A’ e in A non differisce da H. Quindi gli accoppiamenti J'; relativi a Hy/ sono minori o
uguali dei J4 e per la crescenza rispetto a J4 delle funzioni di correlazione si ottiene la (6.2.3).

Consideriamo ora il caso di condizioni al contorno positive (tutti + all’esterno di A) (op)%

e confrontiamola con <UB>X, con A’ < A. In questo caso la funzione di correlazione risulta
decrescente nel volume cioé

(oB)} < (oB)X (6.2.4)

Si pud ragionare come prima e considerare <JB)X, come la media rispetto ad una Hamilto-
niana Hys con J’; = J4 in A e un campo magnetico positivo infinitamente grande sugli spin in
A/A’ che costringe tutti questi spin ad essere uguali a +1. Formalmente si pu6 pensare ad un
termine di campo esterno h;,i € A/A’ e una delta nella misura d(h; = c0). Confrontando le
costanti di accoppiamento nelle due Hamiltoniane si ottiene cosi J/; > Ja e la 6.2.4 usando le
GKS.

Condizioni al contorno

Nello stesso modo si possono confrontare attese di osservabili rispetto a differenti condizioni al
contorno (di tipo positivo), perché le condizioni al contorno + risultano in un termine di campo
esterno positivo nell’ Hamiltoniana. Si ha cosi che le condizioni al contorno + dominano tutte
le altre nel senso che

(o6)% > (o5} (6.2.5)
con y un’altra qualsiasi condizione al contorno che non implichi 'apparire di campi esterni
negativi. La simmetria di spin flip per le funzioni di correlazione dispari permette di ottenere
le diseguaglianze opposte

(0B)A = (oB))
dove ora z é una qualsiasi condizione al contorno che non implichi 'apparire di campi esterni

positivi e |B| ¢ dispari. Le diseguaglianze GKS non permettono di trattare altre condizioni al
contorno.

Crescenza nelle dimensioni

Consideriamo I’Hamiltoniana (6.2.1) e vediamo come variano i valori medi relativi al variare
delle dimensioni spaziali. Sia d’ < d e (op) attesa di o con b.c. libere. Per quanto detto sopra
le Hamiltoniane in differenti dimensioni differiscono per il fatto che col crescere delle dimensioni
si aggiungono interazioni ferromagnetiche. Quindi

(oB)(d) > (oB)(d) (6.2.6)
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Una conseguenza della (6.2.6) & che se per un certo valore di 8 a dimensione d' si ha
magnetizzazione spontanea, (o7)" # 0, poiche

(0:) " (B, d) = {o3) " (B, )

si ha anche (0;)"(3,d) # 0. In altre parole, se ¢’¢ transizione di fase ad una fissata dimensione

¢’é transizione di fase per il modello in tutte le dimensioni pit grandi. Inoltre il valore del 5 al

quale appare la magnetizzazione spontanea, chiamiamolo . diminuisce con le dimensioni.
Un’altra conseguenza é un bound esponenziale dal basso per la funzione a due punti. Infatti

7j—1 7—1 7j—1
(gioj)(d) = (] owowr1)(@) = [T{ononsi) (@) = [[loronia) (@) (6.2.7)
k=1 k=i k=i

dove le GKS sono state usate nelle seconda e nella terza diseguaglianza. Ad esempio nel modello
di Ising ¢ facile valutare (o0,+1) ad una dimensione e si ottiene cosi per la (6.2.7)

(0505)(d) > exp —|i — jla

con o = |logtan h3.J|.

Proprieta di clustering

Teorema 6.2.1. Sia H I’Hamiltoniana ferromagnetica (6.2.1). Allora le misure + e — hanno
la proprieta di clustering
li &=0 6.2.8
JALB 1o TATBIC (628)
dove A e B sono sottinsiemi di ZP, d(A, B) = minjea jep |i — j|.

Dimostrazione. Esaminiamo prima lo stato 4. Per le GKS ¢ vero che <UAJB>J(S > 0. Provando
la diseguaglianza inversa per separazione infinita di A e B si prova la (6.2.8). In un volume
finito A tracciamo una linea L che separi A da B e fissiamo gli spin su questa linea uguali a
+1. Chiamiamo p* la misura con b.c. 4+ condizionata al fatto che gli spin sulla linea siano + e
le attese corrispondenti (-)*. Per le GKS si ha

(caoB)t < (0aoB)i (6.2.9)

Poiché gli spin su L sono fissati si ha che rispetto alla misura p* gli spin in A; sono indipendenti
dagli spin in As. Quindi la funzione di correlazione fattorizza

(oaoB)A = (04)}, (0B)4, (6.2.10)

A destra appaiono le medie con b.c. + perché nelle regioni A; e As gli spin sul contorno sono
+1. Mettendo insieme (6.2.9) e (6.2.10) si ha

(oa0B)} < (o)X, (7B)X, (6.2.11)

Prendendo il limite per A che va all’infinito il membro di sinistra della (6.2.11) da (ca0p)™.
D’altro canto anche A; e Ay diventano infinitamente grandi. Se adesso prendiamo anche il
limite per d(A, B) che diventa infinitamente grande si ha che A e B non sono vicini al contorno
L e si pud considerare in (o A)Xl o4 come una osservabile al finito mentre il contorno di Aj si
allontana indefinitamente da A nel limite termodinamico. In altri termini

i (e ), = o) )

e quindi si ha la (6.2.8) per lo stato +. Per lo stato — basta usare le proprieta di simmetria per
spin flip nella 6.2.8 scritta per b.c. positive. [
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La proprieta di clustering implica che le fasi 4+ sono ergodiche e quindi pure. La proprieta
di clustering non € vera per uno stato miscela. Se ad esempio prendiamo b.c. libere possiamo
scrivere la misura associata come una combinazione convessa con a = 1/2 dello stato + e dello
stato —

per cui

d(A,hBr?ﬁoo<o'AUB> = %[<UA>+<UB>+ +(0a) (o) ] #0

che ¢é diverso da zero per T < T..

6.3 Le disuguaglianze F.K.G.

Una importante serie di risultati relativi al modello di Ising € legata ad un teorema dimostrato
nel 1971 da Fortuin, Kasteleyn, Ginibre e noto come Teorema F.K.G. Non dimostriamo il
teorema né lo enunciamo nella sua forma pitt generale: esso si applica ad una vasta classe di
modelli, ma le uniche applicazioni che consideriamo sono relative al modello di Ising.

Definizione Sia A C Z?. Per ogni 0,0’ € C(A) diciamo
o=<a se o; <ol VieA (6.3.1)
Definizione Sia f: C(A) — R. f ¢ detta un’osservabile crescente su A se
flo) < f(o)) Vo <o (6.3.2)

Un esempio di osservabile crescente ¢ il seguente: f(o) = o;.
Una misura di probabilitd é detta avere la proprieta F.K.G. se per ogni coppia f,g di
osservabili crescenti si ha che

<fg>a(Bh) = <[f>r(Bh) <g>a(B) (6.3.3)
per ogni coppia f, g di osservabili uno crescente e l’altro decrescente
< fg>a(B,h) < < f>rA(B,h) <g>a(B) (6.3.4)

La condizione (6.3.3) pu6 anche essere formulata in termini di probabilitd di eventi. Un
insieme di configurazioni A & detto crescente (decrescente) se la sua funzione caratteristica ¢é
crescente (decrescente). (6.3.3) e (6.3.4) diventano

w(ANB) > u(A)u(B), A, Bcrescenti o decrescenti (6.3.5)
w(ANB) < u(A)u(B), A,B uno crescente el’altro decrescente (6.3.6)

Per quanto riguarda il modello di Ising si prova che

Teorema 6.3.1. Sia pp(B,h,J) la misura di Gibbs su A, con parametri B, h := {h;}ien,
J = {Jij}ijen tale che Y pa Jor < 00, associata alla hamiltoniana

HA(O‘) = - Zhldl - Z Jijo'io'j (637)
€A 1,jEA

Si ha che per tale misura vale la proprieta FKG per ogni valore di 8 > 0, per ogni h e per ogni
J tale che J;; >0 Vi, jeA.
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L’importanza del teorema F.K.G. é legata, come si vedra , alla totale assenza di condizioni
sul campo magnetico esterno h che permette di considerare anche valori negativi per h e quindi
per le condizioni al contorno. Mostriamo alcune conseguenze di tale proprieta .

Correlazione positiva per osservabili crescenti

Dati i,j € A e considerata < o; >a (8, h) come funzione di hj, vale la seguente relazione

0
, > 3.
o <o;>p (B,h) >0 (6.3.8)

per ogni valore di 8 > 0, per ogni h e per ogni condizione al contorno.

La dimostrazione della (6.3.8) segue dal teorema F.K.G. Infatti

0
873- <o;>p(B,h) = (6.3.9)

B —BHA(0) p —BHA(0) / —BHA(")
= 00 € 9 e oie Yole 7) = 6.3.10
Za(5 ) 2 2260 2 j (6310

= ,B{< gio; > (B,h)— < 0; >a (B,h) < 0j >a (ﬁ,h)} >0 (6.3.11)

Una conseguenza della (6.3.11), letta come crescenza nel campo magnetico, é che per una
generica condizione al contorno y si ha

<o >i> <o >i><o0; >} (6.3.12)
Torniamo infine al problema delle transizioni di fase. Si pué provare che la derivata prima

dell’energia libera rispetto al campo magnetico é discontinua se e solo se la magnetizzazione
spontanea ¢ diversa da zero (Lebowitz- Martin-Loef).

Proposizione 6.3.1. Dato i € Z% e posto

<o;>T(B,h):= lim <o >X (B,h)

[A|—=o0
risulta
lim < o; > (8,h) =< 0; >T (8,0) (6.3.13)
h—0t+
lim <o;>" (B,h) =<o0; >~ (5,0) (6.3.14)
h—0—

Dimostrazione. Dimostriamo la (6.3.13). Dati A,A’ € Z% tali che A C A e i € A, per la
decrescenza nel volume con condizioni al contorno + si ha

<o >0 (Bh) < <oi>% (Bh) (6.3.15)
Passando al limite A’ — oo

<o >t (B,h) << o >f (B.h) (6.3.16)
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Prendiamo il limite A — 07 di entrambi i lati della diseguaglianza e osserviamo che il termine
a destra € continuo in h perché siamo a volume finito. Quindi

lim <o;>% (8,h) < <o >% (8,0 (6.3.17)

h—0t+

Passando al limite termodinamico

lim <o; >" (3,h) < <o >"(B,0) (6.3.18)

h—0t

Viceversa per GKS (crescenza in h) si ottiene
<o >t (B,h) > <o, > (B,0) (6.3.19)
Passando al limite termodinamico e poi al limite lim;,_,o+

lim <o; >7 (3,h) ><o;>" (B,0) (6.3.20)
h—0t

La (6.3.13) ¢ cosi dimostrata.
Nel caso di condizioni al contorno — si usa la simmetria di spin flip. ]

Siano %(ﬂ ,h) le derivate destra e sinistra dell’energia libera rispetto al campo magnetico

of

Oh*

per ogni valore di 8 > 0 e per ogni h.

esterno. Risulta

(8,h) =< 07 >* (B, h) (6.3.21)

In conclusione la rottura spontanea di simmetria é equivalente alla non analiticita dell’ener-
gia libera in h.

Inoltre se la magnetizzazione spontanea é zero lo stato ¢ unico. Perché lo stato sia unico
basta provare che tutte le funzioni di correlazione sono indipendenti dalla condizioni al contorno.
Consideriamo 1'osservabile

Z o —oa, AeZ?

€A

E facile vedere che questa osservabile & crescente nel senso delle FKG. Quindi vale la disegua-
glianza

do<oi>t—<oa>T2) <oi>T —<oa>"

1€EA €A
che implica

<oa>T —<oa>" <D [<oi>t - <o >
€A

In conclusione, se < 0; >T=< 0; >~ si ha anche < 04 >T=< 04 >~ per ogni A.

6.4 La disuguaglianza di Simon.

La seguente diseguaglianza ¢ dovuta a B. Simon ed ¢ valida per un modello di spin a valori
interi ed interazione a coppie di range finito.
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(020y) < Z(axaz> (0.0y) (6.4.1)

z€B

dove B é un qualsiasi insieme che separa z da y, cioé una linea che connette z e y deve intersecare
B.
Esiste una versione pit forte di questa diseguaglianza dovuta a Lieb

(020y) < Z(U;pazm (0.0y) (6.4.2)
z€EB

dove A ¢ la componente connessa del reticolo che contiene z e B.

Discutiamo una consequenza di questa diseguaglianza che riguarda la valutazione del punto
critico.

Sia B linsieme degli spin sul perimetro di un quadrato di lato L centrato nell’origine.
Iteriamo la (6.4.2)

(o0oy) < Z(UOUZ>A Z (020y)(0:20:) a0

z€B z'eB’

con B’ definito come B ma centrato in z. Si continua ad iterare fino a che non si raggiunge y,
quindi il numero di iterazioni & k = @ Si ha che

(o00y) < |:Z<0-00'2>A:|k (6.4.3)

z€B

Se > .cplo00.)a = a < 1la (6.4.3) implica il decadimento esponenziale per la funzione di
correlazione. Sia [ tale che > . p(090.)a = 1. I valori di 8 < 8 non sono punti critici e 3 &
una stima dal basso del punto critico. Se per B scegliamo i prossimi vicini dell’origine si ha

Z (o002) <1
|z]=1
Per GKS nel modello di Ising
2dtanh(8.J) < Y (000)

|2=1

e quindi B = ﬁ = B5™ che ¢ il valore del punto critico nella teoria di campo medio e si ritrova
il risultato noto 85 < L.

Inoltre si ha che il decadimento a potenza con esponente p tale che p +1 > d implica il
decadimento esponenziale. Infatti scegliamo per B il perimetro di un quadrato di lato r

Z<O’00’Z> ~ 17 Yogo,) < 1
2€B

Di consequenza se (ogo,) =~ r~ P con p > d — 1 il decadimento é esponenziale.

Diamo ora un argomento che permette di costruire un algoritmo per la valutazione numerica
del punto critico.

Sia B, una successione di perimetri di quadrati di lato r e sia A, la successione di componenti
connesse contenenti 0 e B,. Sia ] definito da

> (o00:)a, (B) =1 (6.4.4)

ZGBT
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Si ha che 3] < (. per la crescenza in /3 delle correlazioni. Siindica con f, il valore di 8 per cui
il decadimento non ¢é pit esponenziale. Sia 8 < f., allora per tale valore di il decadimento &
ancora esponenziale e si ha

Z (0002) 4, < Z (0002) ~ r¥ Y ogo,) ~ rdleT €

z€B, 2€Br

in modo che

g, 2 (o00)a, =0
ZEBT

D’altro canto per la (6.4.4) si ha che a partire da un N in poi
S (o0ra () > 3 (oo, (B n=N
ZeBn ZeBn

che implica 8 > .

In conclusione poiché il 3 scelto é arbitrario e minore di 5., e 87 < f. si ha che

lim B = B,

T—00

Considerando volumi crescenti e valutando al calcolatore i corrispondenti /] si hanno appros-
simazioni del vero punto critico.
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Capitolo 7

Espansioni ad Alta e Bassa
Temperatura

7.1 Equazioni ricorsive: alta temperatura.

Consideriamo il modello di Ising a prossimi vicini

—H = JZUin

(4.9)
Per la aspettazione di op; = Hie a Oi vale la seguente identita

({o5)Y ontyy) = (oar) (7.1.1)

dove j ¢ un sito di M arbitrario. M/j él'insieme M privato del sito j. (o;)Y & D'aspettazione
condizionata ad una fissata configurazione Y dei siti che interagiscono con j cioé i suoi prossimi
vicini. La (7.1.1) ¢ vera per la seguente proprieta delle attese condizionate: 'attesa dell’attesa
condizionata coincide con l'attesa.

La (7.1.1) ¢ il punto di partenza nella costruzione di equazioni ricorsive per le funzioni di

Y

correlazione del modello di Ising. Infatti possiamo calcolare esplicitamente (o;)* come funzione

della fissata configurazione Y dei prossimi vicini di j.

BI 3 ki k=i =1 T3 Tk

<O'>Y o ZSj::tl Uje
J S BT Xkilk—j1=1 939k
sj=

=tanh(8J > o) (7.1.2)

k:lk—j|=1
Ogni funzione delle o si pud riscrivere in termini dei polinomi delle ¢ e per la tangente iperbolica
si ha

tanh(8J D> ox)= Y g(A)oa (7.1.3)

kilk—jl=1 AcD

dove D ¢é l'insieme dei siti prossimi vicini di j, A un suo sottinsieme, compresi I'insieme vuoto
e D, 04 = [[ica0i Infine

g(A) = % Ztan h(BJ Z 0L.)0'y (7.1.4)

keD
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Ad esempio, in una dimensione D é costituito di due siti o;_1 e ox+1. La funzione da sviluppare
¢ tan h[BJ(0k41 + 0k—1)] che ¢ una funzione di due variabili. I polinomi fondamentali nelle o
in tal caso sono

L, 0k+1,0k—1, Ok+10k—1
Le g(A) sono

=7 X X tanh[BI(or + o)) =0

0k+1::|:1 O’k,1=:|:1

1
g(k:—l):g(k:+1):§tanh2ﬁJ; gk—1,k+1)=0

In definitiva

1
tan h[BJ (k-1 + okt1)] = §[Uk_1 + o41] tan h28J

Usando la rappresentazione per la tangente iperbolica (7.1.3) nella 7.1.1 si ha

(o) =Y g(A)(oaraa) (7.1.5)

ACD

dove M' = M/j, M'AA indica la differenza simmetrica tra l'insieme A e M’. La differen-
za simmetrica appare perché se un sito k appartiene ai due insiemi appare nella funzione di
correlazione come az =1.

Nella (7.1.5) M & un insieme arbitrario, diverso dall’insieme vuoto, per cui al variare di M si
ottengono delle equazioni lineari nelle funzioni di correlazione. La funzione a M siti & collegata
alle funzioni di correlazione ad un sito in meno, e a quelle con piu siti fino a D — 1 siti in pia
rispetto a M in generale.

Ritorniamo all’esempio in una dimensione. Consideriamo il caso M = 4,7 + 1, due siti
consecutivi. Si ha

(oioit1) = %taﬂ h2BJ[(oi—10i41) + 1] (7.1.6)

Altro caso: M = 0;0;42.

1
<0'i0'i+2> = 5 tan h2ﬁJ[<O’1;10'i+2> + <0'i+10'i+2>

In entrambi gli esempi il sito eliminato & stato il sito ¢, ma la scelta € arbitraria.
Riscriviamo in forma compatta le equazioni ricorsive per le funzioni di correlazione. Intro-
duciamo uno spazio di Banach i cui elementi sono i vettori u cosi definiti

u={um}rezds up = (o) (7.1.7)

L’insieme dei vettori u é I'insieme dei possibili stati di equilibrio a volume infinito. Esso
costituisce uno spazio vettoriale a dimensione infinita. Infatti, (v + v )y =< oy >, + <
om >p= (om >, with i = p+ /. La "componente" del vettore u di indice M ¢ il valore
di aspettazione di op;. Quindi u rappresenta dal punto di vista fisico un possibile stato del
sistema. Muniamo questo spazio di una norma

||lul| = sup |un| (7.1.8)
Mezd

Lo spazio cosl ottenuto é completo e quindi & uno spazio di Banach.
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Sia ug il vettore di componenti

uo(M) = (7.1.9)

1 if M=10
0 if M #0.

Scelto un ordine sul reticolo, ad esempio quello lessicografico, sia S un operatore dallo spazio
di Banach in sé definito da

(SU)(V)) = (7.1.10)
Z u(M'AA), M #0 (7.1.11)

ACD

M’ ¢ Vinsieme M privato del primo sito in ordine lessicografico.
Le equazioni ricorsive si scrivono come

u = ug + Su (7.1.12)

L’introduzione del vettore ug ¢ dovuta al fatto che le equazioni non sono omogenee, cioé
pud apparire un termine noto, indipendente dalla funzione di correlazione, come nell’esempio
precedente, equazione (7.1.6), ¢’¢ il termine 1 nel secondo membro. Il fatto di porre (Su)(0) =0
& una conseguenza del fatto che le equazioni ricorsive sono state introdotte partendo da una
funzione di correlazione relativa ad almeno un sito.

Se S ¢ un operatore di contrazione esiste un’unica soluzione delle equazione (7.1.12). S ¢
un operatore di contrazione se H ol

18] = sup o <1 (7.1.13)

Equivalentemente S ¢ un operatore di contrazione se sup,, =1 [[Su|| < 1. La norma di S ¢
data da

ISl = sup sup| 3 g(Ayu(M'AA)| < | Y g(4

wlul[=1 M 1=p ACD

Perché S sia un operatore di contrazione ¢ sufficiente che
X = 1Y g Stk Y e <
AcCD AcD keD

Usando le stime o4 <1 e ZkeD o < 2d si ha

I1S]] < 22% tan h[BJ2d] (7.1.14)

22d & 1a stima del numero di sottinsiemi di D. Infatti il numero dei sottinsiemi di un

insieme costituito da K elementi ¢ dato da

dove

In conclusione la norma di S & minore di 1 se

1 1
BJ < ﬁarctanh (7.1.15)

L’intervallo di 8 (7.1.15) in cui ¢’¢ unicita dello stato & molto piccolo. Ad esempio a due
dimensioni si ottiene Bq.J = 0.0624 da confrontare con il valore del punto critico 8.J = 0.44,
o anche con il valore dato dall’approssimazione di campo medio per il 8.J che & 0.25.
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In tale intervallo esiste ed ¢ unica la soluzione di (7.1.12) ed ¢ espressa sotto forma di serie,
che si ottiene iterando la (7.1.12)

u=">_S"ug (7.1.16)
n=0

La (7.1.16) ¢ una serie di potenze in tanhfB.J. Quindi quando la serie ¢ convergente si
ha Danaliticita in § di tutte le funzioni di correlazione. Inoltre si possono ottenere valori
approssimati per le funzioni di correlazione troncando la serie.

Infine le equazioni ricorsive permettono anche di ottenere il decadimento delle funzioni di
correlazione, sempre nella regione di convergenza della serie. Infatti, iterando k volte la 7.1.12
si ha

u = up + Sug + - + S¥ g + SFu (7.1.17)

Consideriamo la componente di indice M del vettore u, u(M) con M C Z?, e usiamo la (7.1.17)
u(M) = ug(M) + (Sug) (M) + - - + (5 ug) (M) + (S"u)(M) (7.1.18)

Osserviamo che, detto m il numero di passi necessario per vuotare l'insieme M, si ha che i primi
m termini in (7.1.18) sono nulli (si sceglie quindi k£ > m). Infatti ogni applicazione dell’operatore
S toglie un sito ad M, quindi per vuotare I'insieme M occorrono almeno m applicazioni di S. Se
ad esempio M =i, j m ¢ dato dalla distanz |i — j|. In altre parole (S7ug)(M), con j < m, sara
una combinazione lineare di termini del tipo ug(B) con B diverso dall’insieme vuoto e poiché
ug(A) =0 se A # () si ha (S7ug)(M) = 0. Tenendo conto di questa osservazione la (7.1.18) con
k=mda

u(M) = (S™u)(M) (7.1.19)

da cul
u(M) < sup [(S™u)(M)| < [[S™u|| < [[S]]™ <e™ ™ (7.1.20)
M

con o = — log[22d tan hJ2d]. La (7.1.20) dice che u(M) decade esponenzialmente con m. Se
si considera la funzione di correlazione a due punti il numero di passi necessari per vuotare
I'insieme costituito dalla catena di siti che va da i a j ¢ la distanza |i — j| per cui si ottiene il
decadimento con la distanza della funzione di correlazione

(0505) < el (7.1.21)

7.2 Equazioni ricorsive: basse temperatura.

Le configurazioni di spin sono in corrispondenza biunivoca con le configurazioni di contorni (per
condizioni al contorno +). Una configurazione di contorni ¢ indicata con I, il singolo contorno
da~y,el' = {v...7n}. E preferibile introdurre dei contorni non intersecantisi. Per fare questo
gli angoli dei contorni sono smussati in modo che i contorni non si toccano. I contorni possono
essere separati in diversi modi: si procede in modo da ottenere il pit alto numero di contorni e
il pitt lunghi possibile dopo la separazione. La funzione di partizione in termini delle variabili
di contorni si scrive

Z =Y exp{-28> 7} (7.2.1)
T i
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Quindi il peso di ogni configurazione ¢ exp{—23 ), v;} e il sistema ¢ equivalente ad un gas di
contorni interagenti: I'interazione & di tipo geometrico e consiste nel vincolo di non intersezione
per i contorni.

Ricaviamo ora delle equazioni ricorsive per le funzioni di correlazione di contorni che am-
mettono una unica soluzione per grandi 5.

Sia B(71...7s) l'insieme delle configurazioni I' tali che 7;...75 € I'. La misura di tali
insieme ¢é per definizione la funzione di correlazione a s contorni

p(y1 - 7s) = w(B( - 7s)) = Z > exp{- 252% (7.2.2)

Diyiys €

Sia B (73 ...7s) l'insieme delle configurazioni che si ottengono da B(7¥; . ..7s) rovesciando
il segno degli spin dentro il contorno =1, cioé le configurazioni I' cui appartengono i contorni
(72...7s) e tali che non ci sia nessun contorno che si interseca con 7. Si ha la relazione

Bn (V2. 7s) =Bz vs) — U B(6v2...7s) (7.2.3)

ooyl
dove ~ significa intersecante. Si usa anche chiamare due contorni non intersecantisi compatibili,
e non compatibili se invece si intersecano.
Posto pu(vy;) = exp{—203;}, osserviamo che

WBO ) =5 S ) =

Tiyp.ys€l

Zntm) S0 TTutn) = (B () (7.2.4)

Tiyp..ys€l i1

che si puo riscrivere, posto ps(72...7s) = u(B"* (72 ...7s), come

ps(11 -+ vs) = p(y1)ps(v2 - - ) (7.2.5)
Dalla (7.2.5) segue che
ps(Y1 -+ vs) < pl(y1)

Ripetendo 'argomento precedente rovesciando gli spin nel contorno s si arriva a

ps(v1 -+ vs) < p(y1)p(2)

Iterando ancora si ha che

ps(1 .. 7s) < Hu(%) (7.2.6)

Partendo dalla relazione (7.2.3) si possono ricavare delle relazioni tra le funzioni di correla-
zione corrispondenti a differenti insiemi di contorni. Per questo occorre avere una espressione
per la misura dell'unione di insiemi. Usiamo l’identita

N k+1

UA :Z > (A NN Ay) (7.2.7)

k=1 : {i1...35 }

la somma z Lig} VA intesa su tutte le k-ple di interi, in modo che, ad esempio, compaiono sia
il set {1,2} che il set {2,1}. Usando il fatto che

B(’}/Q .. -'Ysy’)/iufyiz)

(7.2.8)
(Z) s5€ Vi e Yig -

B(’yg .. .’)/5,")/1‘1) N B(’YQ .- ‘757'71‘2) = {

97



(la seconda ¢ vera perché non ci pud essere una configurazione di contorni I' in cui due contorni
si intersecano) si ottiene

| (L1)k+L .
U B 7)) = Z > wBO Y T i) (7.2.9)
Sy =1 {Fiq i,

La somma ) " ¢ fatta sulle k—ple {%;, ...%;} tali che 75, ~ ¥;, per ogni coppia j,k e
inoltre %;; »~ 1 per ogni j, cioé i contorni aggiunti devono essere compatibili fra loro (oltre
che con 73 ...7s), in modo che v2...7s, ¥i, - . .7, costituisca una configurazione di contorni non
intersecantisi, e non compatibili con ;.

Scrivendo la (7.2.3) per le misure degli insiemi e usando la (7.2.9) si ha

=, (ke :
Ps(V1---7s) = ps—1(V2--7s) — T Z Pstk—1(72 - Vss Vir - - - Vi)
k=1 B G
e infine
= () g
() =pn) DS D perko1(h2 Y Vi i) (7.2.10)
k=0 {Fiq - Fig, }

Per s =1 psyr—1(v2 -+ Ys: Viy - - - Vij,) Va inteso come pg(%i, - .. i, )-
Introduciamo lo spazio di Banach i cui elementi sono u = {ps(71...7s)} al variare di s e
del set di contorni, con norma

llul| = 8181p {7?1.{13/3} W, c>0 (7.2.11)
Sia V' l'operatore definito da
(Vu)(@) =0
> (—1)kH1 .
(Vu)(r - m(m Z ‘ > perka (V2 Y Vir - Vi) (7.2.12)
=0 iq iy}
Sia inoltre ug il vettore
1 se s=0
wo(1---%) = {O altrimenti. (7.2.13)
Le equazioni (7.2.10) assumono la forma
u=u"+Vu (7.2.14)

Stimiamo la norma di V:

Vu)(n--vs) o pn)

5 o=l — g—cml
[[ioge e i=1 k=0
ko —clvi,l
Z *P k=102 s, Vi Vir) Hj:le :
L SHR= o lk I e—cl%‘lH’? e byl
iy iy, } =2 =

k
= H He C\’Yl\ Z kl) Z *Heicmj' (7'2'15)

g iy b I=1
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Questa diseguaglianza implica che

V]| < e~ (8=l Z Z e—C\él

ooyl

_ -0 g [ 3 o] (7.2.16)
doy1

Ragionando come nel caso dell’argomento di Peierls si ottiene una stima per la somma in
(7.2.16)

> el < gy Ze (2d — 1)P (7.2.17)
dey1

dove ¢ < 1 e il termine g|v;| conta il numero di punti in cui un dato contorno pué intersecare

-
In conclusione si ha

1
1—(2d—1)e—¢

V]| < exp—|nl|28 —¢ (7.2.18)

con (2d — 1)e™¢ < 1. Affinche V sia una contrazione ¢ sufficiente che

1
28 — ¢ —
e T @d—1)e= "
Si ha che V' & una contrazione per 8 > [y, dove
1 1
bo= s —mi— e+

Per ¢~ 2 in d = 2 si ha Gy ~ 3.

Nell'intervallo [8y, 00) si ha che esiste un’unica soluzione delle equazioni ricorsive, ma in
questo caso non significa che esiste un’unica misura di equilibrio, perché sono state fissate le
condizioni al contorno. Inoltre le funzioni di correlazione sono esprimibili come serie di potenze
in €28 e quindi sono analitiche nella temperatura. Le funzioni di correlazione di spin nello
stato &£ si possono ricostruire a partire dalle funzioni di correlazione di contorni. Ad esempio
per la magnetizzazione si ha

(00" = 1 — 2u(Eq)

dove Ej ¢ I’evento: esiste un contorno che circonda 'origine per cui Ey = U; E(7;), dove E(~;)
& 'evento: esiste il contorno ~;. Si ha che

2 (—1)kt .
n(Eo) = p(UiE (i) :Z DR ACTRE
=1 ' {’Yiln-%'k}

Si pu6 far vedere che dall’analiticita delle ps segue I'analiticita dell’energia libera.
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Capitolo 8

Altr1 Modelli

8.1 Modello gaussiano

Questo modello ¢ una variazione del modello di Ising che si differenzia dall’originale per il
fatto che ¢ a spin continuo e non discreto (modello non limitato) ed é caratterizzato dal fatto
di essere risolubile in modo non approssimato. Prendiamo ancora una volta un reticolo ma,
anziché assegnare ad ogni sito 4 € Z¢ una variabile di spin che puo6 assumere solo i due valori
o = £1, ne assegniamo una del tipo:

s; €R,Vi e 7¢

Se con tale definizione per lo spin andiamo a considerare una interazione a prossimi vicini,
troviamo che I’hamiltoniana di questo sistema continuo risulta essere formalmente identica a
quella del modello di Ising, ed infatti, in essa, compare il termine di interazione piti un eventuale
termine di campo esterno, e cioé ¢ della forma

1
—H = 5 Z JijSiSj + Z h;s;
i,j i

dove J;;, che definisce I'interazione spin-spin, ¢ data da

o J seli—j|l=1ledi#j
s = ai-ih={5 ST
0  altrimenti
Una volta definitia la probabilita di singolo spin (cioé la probabilita che il sito i abbia spin
s;) come:
1 57
P(s;) = e 2
( 1) \/ﬂ

ovvero una distribuzione di tipo gaussiano, possiamo scrivere la funzione di partizione:

00
ZN = / Hi]ilp(si)dsie_ﬁH

—00

la cui forma integrale rende il modello esattamente risolubile.
Remark. Si puo’ considerare un modello pitl generale che interpola tra i due, in cui

82
P(si) = exp{=" + g(si — 1)}
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Per g = 0 si riottiene il modello Gaussiano, per g = oo si ottiene una delta d(1 — 322) e quindi il
modello di Ising.

Manipoliamo la precedente espressione per Zy riassorbendo il termine P(s;) nell’esponen-
ziale e scrivendola come:

1 > 1
7 = (2 )% / Hi]i1d3i exp{—§ E GijSiSj + 8 E hisi}
s - 7

00 .-
Z?J

con
Gij = —BJij + dij = BB

con G matrice simmetrica reale e positiva (la condizione di positivita degli autovalori di B ¢é
fondamentale per la convergenza dell’integrale che stiamo studiando) dove il termine J;; viene
dal prodotto: s;5; = (57)? in cui I = k. La condizione di positivita e’ violata per 8 > 3. = ﬁ.
Infatti, una forma quadratica D e’ definita positiva se Zij Djju;u; > 0 per ogni scelta di uy.
In particolare, consideriamo la matrice G e up = 1. Si ha

D (=BT + i) = (—B2dT +1) = N(-p2d.J +1) <0

i %

se 8 > Be.

11 modello si pud risolvere esattamente utilizzando la nota identita

+
/2 = L / Oody e_%ﬂ/x
V2T J-—x

Riscriviamo la forma quadratica come
1 1
—§ZGijsisj =3 < s,Gs >, /3th‘3z‘ =<s,z>, z=/ph
ij i

Affinché l'integrale in esame sia dello stesso tipo di quello precedente manca ancora qualcosa:
siamo infatti giunti ad avere una espressione del tipo di quella cercata dove, al posto di %yQ
abbiamo una forma quadratica e al posto di xy un prodotto scalare, ma per completare la
scrittura conviene definire

n=G"1z
in modo da rendere il termine —% < s5,Gs > + < s,z > un quadrato sommando e sottraendo
ad esso la quantita:

1
§<77,G7]>

in modo da ottenere

1 1 1
< 82> ~5 < s,Gs>= ~5 <s,Gs>+<s,Gn>+§[< n,Gn > — < n,Gn >]

1 1
:—§<s—n,G(s—n)>+§<n,Gn>

A questo punto abbiamo un integrale del tipo:

1 & 1 L ) 1
ZN / H]\L ds; exXpi1 = < s+ n, G(s + n > e§<777G77> — e§<777G77>7
(2@% oo S {2 ( ) >} detG
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che, essendo in forma esponenziale, é calcolabile in modo esplicito. Inoltre, dal momento che
z = Bh la matrice G risulta essere applicata al campo magnetico esterno h e quindi, se h = 0,
la funzione di partizione diventa semplicemente

1
T —
N vdetG

Si vede allora come la risoluzione di questo modello sia legata alla determinazione della matrice
G: agendo come nel caso dell’approssimazione di campo medio, lavoriamo con la matrice inversa
G~! = A’ in quanto da essa & possibile calcolare la trasformata di Fourier di A’ e quindi
determinare la matrice stessa. A’ = A/, con A valutata nella teoria di campo medio.

1 i
U —— / dOA(H)ei—k)0
ik (QTF)d [0,27]¢ ( )

1
1-2J8 ZZ:1 cos Oy,

A(0)

Fatto cio!, per continuare la nostra analisi del modello gaussiano, ci rimane da calcolare ’energia
libera e cioé¢ il logaritmo del determinante di G. Utilizzando le relazioni:

d
detG = exp TrinG; alog(G—l—)\I) =(G+A)"!

si ha

1 1 1 —1
log Z = —glogdetG =3 TrlogG = —§Tr [/d)‘(G+ ) ]/\=0

L 1
G+ = / dhet—k)0 .
( )]k (2m)d [0,27]¢ 1-2J8 Zi:l cos O + A

Si ricava, a campo magnetico nullo, che

(8.1.1)

1 d
f(8,0) = 3@ /[()7%](1 dfIn[l —2JB " cos by

k=1

Per trovare il punto di non analiticita di tale espressione si procede sviluppando in serie il
coseno che compare all’interno del logaritmo da cui si vede che per 1 — 25Jd = 0 si ha la
singolarita cercata. Il valore di 8 critico trovato 8 = % coincide con quello fornito dalla
teoria approssimata di campo medio. Osserviamo che il modello in esame non risulta essere
definito per valori di 8 superiori a quello critico perché per essi la matrice A non é pia definita
positiva e quindi i calcoli fatti fino ad ora non hanno senso. Una volta calcolata I'energia libera
possiamo studiare le funzioni di correlazione dalle sue derivate prima e seconda. Cominciamo col
valutare la magnetizzazione 8 < s; > come derivata rispetto ad h del logaritmo della funzione
di partizione

2
Iy = LI W

VdetG
Si ha
< 5 >= PG hlp—g =0

LQuest’ultimo risultato era stato ricavato durante lo studio della teoria di campo medio; si veda in proposito
Pequazione (4.5.38).
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Le altre funzioni di correlazione sono date da

< Hsk >0= 5”H8hk log Z(h)

dove, essendo lo spin illimitato, tali sono anche le funzioni di correlazione. Studiamo
< 8;8; >=< 8;8; >¢ attraverso la derivata seconda dell’energia libera rispetto ad h che vale:

< 8385 >= A;g

Come si vede la funzione di correlazione a due punti risulta essere pari all’inverso della
covarianza di B. In questo caso abbiamo riottenuto la stessa espressione del modello 1/N e
quindi possiamo dire che anche le "proprieta di decadimento" dei sue sistemi sono le stesse,
cioé:

1. andamento esponenziale per 5 # .
2. andamento a potenza per 8 = .

In virtd di ci6 resta invariata anche la tabella degli esponenti critici che, per tale ragione,
vengono detti esponenti gaussiani in entrambi i casi.

Da quanto detto fino ad ora si evince che il modello gaussiano é risolubile ma non banale:
in particolare possiamo dire che esistenza di un punto critico (lunghezza di correlazione risulta
essere divergente) denota la presenza di una transizione di fase del secondo ordine. Calcoliamo
allora la funzione di correlazione a quattro punti per vedere se ne possiamo ricavare un qualche
tipo di informazione:

< 8i8jS¢SK >= A;] /Zk + A{L[A;k + A;kAlej

=< 84855 >< 8pSkp > + < 835p >< S5 > + < 885 >< 85 >

Come si vede la precedente si decompone nella somma di prodotti di funzioni di correlazione
a due punti e quindi, una volta calcolate queste ultime, riusciamo a calcolare quelle ad "n-punti"
con n generico purché pari: dal momento che conosciamo tutte le funzioni di correlazione ¢ lecito
concludere di aver risolto interamente il modello! A partire dalla definizione delle funzioni di
correlazione ad n punti si deduce una informazione di notevole importanza e cioé che le funzioni
di correlazione connesse sono nulle qualunque sia il numero di punti: in virtd di ci6 possiamo
dire che, di tutti i modelli interagenti, quello gaussiano ¢ il piu’ vicino ad uno indipendente in
quanto differisce da esso solo per il fatto di avere < s;s; ># 0.

8.1.1 Teoria di Campo Scalare Massivo

Studiamo ora un altro modello a spin continuo connesso con quello gaussiano ma definito sul
continuo invece che sul reticolo. A tale scopo, sia ¢(z) € R un variabile di campo associata ad
ogni sito z € R%. Introduciamo quella che in teoria dei campi é chiamata azione

Sto) = [ dalVo? o7
Rd
ed ha un ruolo analogo all’hamiltoniana nel senso che la distribuzione di probabilita associata é

Plg] = 5 exp—519]

Questo modello € detto teoria di campo scalare con massa. Al fine di confrontare la teoria di que-
sto modello con quella di un sistema reticolare dobbiamo discretizzare R% in modo che il campo
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¢ diventa una variabile continua ¢; associata ad ogni sito j del reticolo. Una approssimazione
discreta della componente n del gradiente nel punto j €

1

(Vad)(7) = Z[@j4n — ¢5]

dove n é uno spostamento da j sul reticolo di lunghezza e, con ¢ il passo reticolare. L’azione
discretizzata ha la forma

1 1
d 2 2,2
Sl =3 (5 0 Sloien — 0 + me?)
jEZA n:|n|=e
1 2d
d 2 2
:5[—;2 > ¢i¢j+(§+m)z¢j]
i,5:|i—j|=¢ J
L’azione puo6 essere interpretata come I’hamiltoniana del modello gaussiano in quanto ¢; ¢ un
campo a valori in R. Dopo il cambiamento di variabile

2
s = 1\_/;/2 ¢V 2d + €2m?
€

si ha ) )
_ e, = 2
—H = 2(2d + e2m?2) Z %87 g Z %
l,]:ll—]‘:&‘ J

La corrispondente distribuzione di probabilita é

1 11 1= 5
PUI= 7 Pz 2 %3 2]
i,5:|i—j|=e

che é la misura di Gibbs del modello Gaussiano corrispondente alla temperatura 5 = m

e J = 1. Tale teoria ammette quindi un punto critico per m = 0.

8.2 Modello rotatore piano.

Un esempio di modello di spin continuo ¢ il cosidetto "rotatore piano" in cui ad ogni sito
reticolare i € Z? viene associata una variabile angolare 6; € [0,27]. L’hamiltoniana & della
forma (interazione a prossimi vicini)

—H = JZCOS(@Z‘ —0;) = JZRe(ei(efgj))
(4,9) (i.4)
La somma ¢ su tutte le coppie di prossimi vicini (4, j), | — j| = 1. Osserviamo che per variabili
angolari che possono assumere soltanto i valori § = 0,7 si ha (6; — ;) = 0, &7 = cos(6; —0;) =
+1 e quindi il modello si riduce al modello di Ising. La corrispondenza ¢é tramite la posizione
ei = o;. L'invarianza presentata dall’energia ¢ del tipo (globale)

0; = 0;+ca, VieZl «ael0,2n]

Sia F' un’osservabile continua e locale sullo spazio delle configurazioni [0, 27T]Zd. Un’osserva-
bile si dice locale se dipende solo da un numero finito di §;. Una tale funzione é rappresentabile
in termini di una serie di Fourier multipla. I singoli termini della serie di Fourier sono della
forma

(eizj Oiniy, n; €7
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con n; le variabili coniugate alle 6;. Quindi le osservabili elementari "i polinomi" sono di questo
tipo. Se si conoscono i valori di aspettazione di queste osservabili elementari si pu6 ricostruire
il valore di aspettazione di una qualsiasi osservabile continua locale F'. Se si € interessati alle
attese di osservabili reali basta considerare

Re(e' 25 %My = COS(Z 0in;).
J

In particolare, la magnetizzazione & definita da

11 an
m; =< cost; >= Z%/[O’%]l;[deicosﬁje BH

Discutiamo ora le conseguenze dell’invarianza dell’Hamiltoniana. Introduciamo un campo n :
j € 7% — n; € 7 sul reticolo e usiamo la notazione n - 0 = Zj 6jn;), dove  denota una
configurazione sul reticolo § = {0;},cza. Le osservabili elementari sono cosi in corrispondenza
biunivoca con i campi n sul reticolo. Lo stato ha la stessa simmetria dell ’'Hamiltoniana se per
tutti i campi si ha

< el s—c @) 5 vy e [0,27).

sterviamo che lla precedente uguaglianza é vera solo se Ej n; = 0 oppure n ¢ tale che <
e™? >=0. Infatti

1 / P 1 / )
— df;emle=PH — — dfe’ (0+e)o—BH
1:I 21 J10,2n] 1:1 21 J10,2x)

1 .
_ oS T L / ;6065
1:[2“ 02

Quindi le osservabili invarianti sono quelle caratterizzate da g = 0, ad esempio cos(6; —6;).
La magnetizzazione invece non ¢ invariante, per cui se ¢ diversa da zero si é in presenza di una
rottura spontanea della simmetria. Nel caso di modelli a simmetria continua non si ha rottura
spontanea della simmetria a d = 1, 2. Proviamo questa affermazione nel caso del rotatore piano.
Vale il seguente

Teorema 8.2.1 (di Wagner). Nel modello rotatore piano il valore di aspettazione < cosb; > ¢
zero a d=1,2.

Dimostrazione. Si parte dalla seguente identita valida per una generica osservabile continua F'
(integrazione per parti)

d d d
= db;—Fe P =« —_ F > B<F—H
0 /H do;" © <, 7 P <>

Sia A(k) =3, e*"sin6,, Bk)=3, eik”gTZ, k € [0,2r]. Si ha che

B oy 9
AB >= k(' =n)  §in @, — H
< > Ze < sinfy 5-H >

nn’
Usando la precedente identita si ottiene

_ Ly 0 -
< AB >:_Zezk(n—n) < %Sinﬁn/ >:_Zezk(n —n) <COS€n/ >5nn’ - _NM

’ n ’

nn nn
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dove N ¢ il numero totale di spin e M la magnetizzazione. Per la diseguaglianza di Schwartz si
ha
(< AB >)? << |A]? >< |B)* >

Dalla definizione di A, B segue
1
/ <|AP > dk = 6 < sinby, sin by >=< sin>6f, > N
27 -
nn
= N(1- < cos®0, >< N[1— < cosb, >>=[1 — M?|N

La diseguaglianza é una conseguenza delle diseguaglianza GKS che sono valide per questo
modello. Analogamente

<|B? >=) et < 83 H£H >

nn’

o, 0
_ ik(n'—n) : , — 0
B ngn e E < sin(6, QJ)aenH >

Jin—jl=1
Adesso usiamo di nuovo l'identita

<|BP >=8Y e N < cos(0 — 05)(Ouns — Onj) >

nn/ Jiln—jl=1

— 5Zezk(n’—n) Z < Cos(en, — 9])<1 — COS k(n - J)) >

Jiln—jl=1

(' — .o k(n —J)
— ik(n’—n) 0. 2
6] ngn, e g < cos(B, — 6;)(2sin 5 ) >

jiln—jl=1

k2 ik(n'—n 2
< ?BZe (= N < cos(By — 0;) >< K*dNP

Jiin—jl=1

Di conseguenza
M?  <|AP*>dp
il G el Bl a
k2 — N

e integrando

1 M?
— —<dB(1-M*»<
o | Ak < dA( ) < dp
che implica
w8
3 J dkyz

L’integrando ha una divergenza nell’origine che comporta la diverganza dell’integrale a d = 1,2
di tipo logaritmico a d = 2. Quindi abbiamo ottenuto che

M?<0, d=1,2
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Se aumentiamo le dimensioni, perd, questo risultato non é pia valido ed, in particolare, per
d=3, si ha che il precedente integrale ¢ costante quindi non possiamo concludere nulla sulla
magnetizzazione.

Nonostante 'assenza di magnetizzazione residua il modello bidimensionale presenta comun-
que una transizione di fase. Osservando che per il rotatore piano valgono:

1. le disuguaglianze ferromagnetiche (ma la loro forma ¢ estremamente complessa)
2. le equazioni ricorsive a basse temperature

andiamo a studiare cosa accade per 8 grande. A temperatura zero l’energia ¢ minima se tutti
i coseni della sommatoria sono uguali al loro valore massimo, e cioé

(0; —0;) =0 V(i,j)

dove la precedente richiesta si formalizza dicendo che tutti gli spin devono essere allineati.
Per temperature vicino allo zero tale differenza restera piccola e quindi si pud pensare di
approssimare il coseno con i primi termini della sua serie di Taylor

1

(0: = 0;) ~ 1= 5(0: = 0;)*

dimenticando, in tal modo, la natura angolare delle variabili: da ora in poi, quindi, penseremo
che: 0; € R. Utilizzando questa approssimazione la funzione di partizione si scrive nella forma

+oo
Z:/_OO Hdéiexp{leZJij(ei—ej)Q}
% )

con:

{J>O se [i—jl=1
v 0 se |i—j|#1

Sviluppando i prodotti si ottiene:
1 1
18D 0= 05" = 5B Y Jijib; — B Y 6
ij ij i

da cui, effettuando il seguente cambio di variabili

o
P = 91 26dJ = «9@ =
§ V28 J2BdT

si ricava, per la funzione di partizione, 1’espressione:
+o00 1
7 = /_oo /HdsiP(si)exp{WiZjJijsisj}

dove P(s;) ¢ la densita di probabilita relativa alla distribuzione gaussiana.

Si vede quindi che ci troviamo in presenza di un modello gaussiano con § = Tld e cioé al
punto critico. In virtu di cid possiamo affermare che il modello rotatore piano é risolubile in
quanto siamo in grado di calcolarne le funzioni di correlazione che sono:

(cos() — 0;)) = (Re[e?=03)]) = <Re[eiﬁ(8ﬁ%‘)]>
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Per risolvere esplicitamente la precedente espressione osserviamo che il numeratore nell’attesa

appare come una funzione di partizione di un modello gaussiano con campo magnetico hy =
ﬁwlk + 5jk] che ci permette di scrivere:

Relel vasm (51=s)y — L

(Rele ]) = eXP{—m( i — Bii)

Gli elementi della matrice B hanno una espressione esplicita in termine della trasformata di
Fourier.

gy = B i(-K)0 1
By (8) = (%)d/d@e T sgar T B

Quindi al punto critico

8 Gy L
Bii — B — 1 — etd=D
5= B = G [ 0=

I1 risultato é:

li—Jl
l.d=1: (cos(b; —0;)) ~ e T
2.d=2: 0; —0;)) ~
(s — 0 ~ L
3.d=3: limy;_ |00 (cos(0; — 05)) = e 7

dalle quali si vede che, nel caso tridimensionale, la correlazione non decade a zero e cid porta
di conseguenza alla possibile presenza di magnetizzazione spontanea. In d = 2 le funzioni
di correlazione decadono a zero a potenza, da cui si deduce che non sussiste magnetizzazione
spontanea ma si osserva una divergenza della suscettivita a bassa temperatura, per 478 > 1,
X~ DT r_ﬁ. Cio e dovuto al fatto che il rotatore piano non presenta un unico punto critico,
come avviene per tutti quei sistemi che descrivono una transizione ferromagnetica, ma una linea
critica come nel caso della liquefazione. Quello che succede ¢ che nel limite di temperatura
nulla il rotatore piano presenta gli spin allineati ma, all’aumentare T, essi tendono cambiare
posizione in modo che la nuova configurazione sia tale che i prossimi vicini vengano ruotati uno
rispetto all’altro di poco in modo da determinare non pilt un sistema di spin ma un sistema
di vortici. Si vede quindi come, al crescere della temperatura, sia pitt giusto andare a studiare
le interazioni tra i vortici piuttosto che quelle fra gli spin. Nel limite in cui la temperatura va
all’infinito, ogni spin tende ad orientarsi in modo proprio e quindi tra essi sussistono solo delle
relazioni del tutto casuali che ci portano a concludere la totale disorganizzazione del sistema.
Questo scenario é avvalorato dal seguente argomento euristico di tipo energia-entropia, basato
sul confronto tra I’energia libera delle configurazioni in cui tutti gli spin hanno lo stesso valore
(stato fondamentale) e ’energia libera delle configurazioni in cui & presente un vortice di raggio
R cui appartiene l'origine. La differenza di energia é

R

H= —% > (0 —0;)> = 7> wr(VO)*(r)
%, r=1

dove V denota la differenza finita sul reticolo. Pet valutare la somma, osserviamo che nell’ap-

prossimazione del continuo l'integrale circuitale lungo una qualunque linea chiusa contenente il

vortice di un gradiente & [ d¢- V6 = 2m. Questo comporta che l'integrale su ogni circonferenza

di raggio r del gradiente deve essere uguale a 27 e quindi per il gradiente si ha V6 ~ % Da cui

R
1
H = JZWT—2 ~mlnR
r

r=1
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La differenza in entropia si valuta dicendo che si possono avere ordine di wR? vortici di raggio
R cui appartiene 'origine. La risultante differenza in energia libera é

(rJ —2T)In R

che quindi favorisce la presenza di vortici a bassa temperatura.

8.3 Trasformazione di dualita.

Un altro modello interessante ¢ quello che si ottiene a partire dalla trasformazione di dualita per
il modello di Ising in tre dimensioni a campo magnetico nullo. Nella trasformazione di dualita
nel caso bidimensionale ad ogni legame (link) cioé ad ogni coppia di prossimi vicini (,7) = b
viene associato in modo univoco un legame sul reticolo duale perpendicolare al link b e che lo
interseca nel punto di mezzo. In tre dimensioni ad ogni link si pud associare in modo univoco
una varietd bidimensionale, il quadratino unitario perpendicolare a b nel punto di mezzo (una
placchetta, che in genere si indica con la lettera p).

Indicheremo con b* l’elemento duale al link b: b* & quindi una placchetta e useremo la
notazione b* quando si vuole stressare la relazione di dualita e p quando si vuole ricordare che
si tratta di una placchetta. Effettueremo la trasformazione di dualita nel caso tridimensionale
in modo analitico: partiamo dal modello di Ising in campo magnetico nullo, ponendo J = 1,
con la notazione oy, = 0,04, b = (i, j),

Zp = Z I, exp Boy
ag
e scriviamo exp o per ogni b come:

1—Tp%
exp 8o, = cosh 3 Z (op tanh 3) 2

Tp* ::l:l
dove Ty« & una variabile a valori +1 associata all’elemento duale b*, cioé alla placchetta duale.
Sostituendo questa espressione nella funzione di partizione di Ising in d=3, si ottiene:

Z an coshB Y ( (03 tanh §) 22 (8.3.1)
Tpx==%1
= (cosh g)™ ZZH;, (o tanhﬂ)1 " (8.3.2)

g

dove T rappresenta una configurazione di variabili di placchette 7, sul reticolo duale. In
particolare, riscrivendo:

op = Hz(o-x)Xb(x)

dove o, ¢ una variabile di sito e

lsexzeb
Xb(x)Z{

0 altrimenti

si ricavas:
1— Tb*

(cosh j3) NbZZH (02)= — (@) (tanh 8)2»
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A questo punto, scambiando le sommatorie, & possibile svolgere direttamente quella sulle

5 (o) B 550

configurazioni o

che é la somma di polinomi nelle ¢ la quale fornisce un valore diverso da zero se e solo se ogni
0, che compare nel prodotto é elevata ad un numero pari e cioé se:

1— 7
Z 27b Xp(x) =0 mod 2 Vz
b

Come si vede, abbiamo trovato che sommare sulle configurazioni ¢ comporta l’esistenza di
un vincolo. Fissato z € b si ha xp(x) = 1 e quindi possiamo riscrivere il vincolo come una
somma su tutti i legami b che partono dal sito z:

1 — 73+
Z 2Tb =0 mod 2 Vz
box

Poiche ad ogni legame b corrisponde una placchetta p (I’elemento duale b*) sul reticolo duale
effettuare una tale somma sui legami che partono dal sito x equivale a sommare sulle placchette
appartenenti al cubo C(z) sul reticolo duale di centro z (x si trova sul reticolo originario),
quindi possiamo scrivere:

1_
Z TTP =0 mod 2 Vz
peC(z)

L’esistenza del vincolo é ora espressa in termini dell’ ultima relazione scritta e ci dice che
le variabili 7, associate alle placchette non sono indipendenti. In particolare, dal momento che
la somma nella formula precedente deve essere pari ci devono essere un numero pari di segni
negativi, e poiche le 7, hanno valori £1 questo ¢ equivalente al fatto che il prodotto ¢ 1:

HpeC(x)Tp =1 Va:

Si vede facilmente che tale vincolo ¢ equivalente al fatto che in realta le variabili 7, sono il
prodotto di variabili 7, = £1 associate ai bond sul reticolo duale, cioé¢ si ha la condizione:

Tp = ngpTg Vp

dove la quantita ¢ = (z,y) prende il nome di link e rappresenta un bond sul reticolo duale e
7¢ = 1 é una variabile configurazionale associata a ciascun link. In virta di quanto detto fino
ad ora la funzione di partizione si riscrive come:

Zx = (cosh B) Z(tanh B) 2 =

T

= (cosh B)Nb (tanh ﬁ)NP/Q Z(tanh B)—% > opec(z) HeepTe

dove > significa somma vincolata al fatto che > opeCi(z) I_TT’” =0 mod 2.

Introduciamo ora come usuale la temperatura duale 8*, usando la relazione tanh § = e—20"
Si ha
(cosh B)Nee=F"Np Z B Xpec(x) MeepTe

T

111



dove ora la somma ¢ fatta su tutte le configurazioni di link 7 = {74} ,cza.
In conclusione possiamo dire che il modello che stiamo esaminando € un modello di spin in
cui a ciascun link ¢ é associata una variabile di spin 77 = %1 e relativo ad una Hamiltoniana

—H =) e,
P

e cioé una interazione a quattro corpi: due links interagiscono se e solo se appartengono alla
stessa placchetta. Questo modello prende il nome di modello di Ising gauge invariante od anche
modello Zs.

Osservazione L’argomento precedente si puod estendere ad altre dimensioni e al modello con
il termine di potenziale ad un corpo ), B¢o¢ nell’Hamiltoniana tenendo conto della seguente
tabella per individuare I’elemento duale:

d=2:sito < — > placchetta, link < — > link
d=3:sito < — > cubo, link < — > placchetta
d=4:sito < — >ipercubo, link < — > cubo, placchetta < — > placchetta

Quindi a d = 4 il modello Z5 in cui ¢ presente solo l'interazione a placchetta ¢ autoduale.
Inoltre in d = 3 il modello con 3, diverso da zero € a sua volta autoduale.

8.4 Modelli di teoria di gauge.

Prima di continuare con la nostra analisi precisiamo il tipo di invarianza presentata da questo
sistema. Il modello che stiamo esaminando presenta una invarianza locale del seguente tipo:
Se si cambia il segno dello spin associato ai link che partono da un sito i prodotti Ilye,0p che
coinvolgono questi link non cambiano e quindi 'Hamiltoniana é invariante. Il sito ¢ arbitrario
quindi tale invarianza ¢é locale. Una prima conseguenza é che a due dimensioni il modello Z5 &
banale. Infatti, data una configurazione g, sul reticolo sul piano z,y partiamo da un sito 7 e
vogliamo cambiare oy associato al link ¢ = (4,7 4 1) che parte da i nella direzione y in modo da
ottenere oy = +1. Possiamo poi fissare il valore di oy, a +1 al link ¢; = (i + 1,7 + 2), sempre
nella direzione y, cambiando il segno o, di tutti i link che partono da ¢ + 2. In questo modo
applicando questo spin-flip locale ad un sito alla volta si puo arrivare ad avere una configurazione
in cui tutti gli spin in una direzione hanno segno fissato e negli altri invece o, dipende dalla
configurazione. In questo modo il prodotto Il,,e, si riduce per ogni placchetta al prodotto
delle sole oy nella direzione x perche’ quelle nella direzione y sono state fissate a 1 e si viene
a produrre una "indipendenza" fra le "strisce" che compongono il reticolo . La funzione di
partizione del modello si fattorizza nel prodotto di funzioni di partizione di modelli di Ising
unidimensionali:

Zy = e’ Xr7020(A)

Ip

dove C'(A) é il numero di configurazioni equivalenti a quella con tutti + in una direzione. Quindi
poiche’ nel modello di Ising unidimensionale non c’e’ transizione di fase e la magnetizzazione e’
zero si ha < oy >= 0 e assenza di punti critici.

Si vede quindi che, in un certo senso, si ha un riscalamento della dimensione di non banalita’
del modello: per il modello di Ising € due mentre per quello gauge invariante & tre!
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Come visto prima, in d = 3 il modello e’ duale al modello di Ising in campo magnetico nullo
e vale come usuale la relazione di dualita per le energie libere

f1(8) = g+ f2,(6%)

dove g & una funzione analitica mentre f; ha un punto di non analiticita in 8 = . e quindi 8.* &
un punto di non analiticita per fz,. Siricava cosi’ I'esistenza di un punto critico per il modello
invariante di gauge. Ma in tale modello a causa della invarianza locale non c¢’e magnetizzazione
spontanea. Tale non analiticitda deve comunque corrispondere ad una transizione di fase. Per
capire cosa succede discutiamo le conseguenze dell’invarianza locale e riformuliamo la proprieta
di invarianza locale nel seguente modo. Introduciamo la trasformazione di gauge

o(z,2') = ¢(z)o(x,2)p(a") z,2" € 74

con ¢(z) = %1 variabili associate ai siti 2 € Z? e o(x,2’) le variabili di spin associate ai link
00,0 = (z,2’). Tale trasformazione lascia invariato il termine di interazione a placchetta ed ¢é
locale.

Tale trasformazione induce una trasformazione sulle osservabili F' e sullo stato < - >

F:>F¢, <= >y

Una osservabile F' gauge invariante ¢ tale che F' = Fj,. La pid generale osservabile gauge-
invariante ha la forma
or = Ileroy

dove I' & un circuito chiuso su Z?. Per questo sono dette osservabili di loop.

In base a quanto detto lo stato € invariante se e solo se non si accorge delle trasformazioni
che avvengono sulle osservabili, cio¢ < F >=< F >4 VF.

Detto cio ¢ lecito chiederci se anche la misura di equilibrio, e dunque lo stato, siano invarianti
rispetto alla stessa trasformazione di gauge.

Per argomenti generali ogni misura di equilibrio a volume infinito (DLR) ¢ limite di misure
di Gibbs a volume finito condizionate

1 y
<->=lim < >}

dove y rappresenta un qualsiasi gruppo di condizioni al bordo e cioé la configurazione che si
presenta nell’insieme complementare a A.

Guardiamo, allora, cosa accade in un volume finito A’ C A ad una osservabile F' cilindrica
di base A’ cioé funzione delle variabili ¢ in A’ soltanto. Se ora andiamo ad eseguire una
trasformazione di gauge in A’, e dunque senza toccare quello che sta all’esterno in A/A’. Essendo
I’hamiltoniana invariante rispetto a questa trasformazione e rimanendo inalterate le condizioni
al bordo, ne deduciamo che

Y _ y
< F >i=<Fy >}
e passando al limite otteniamo

<F>=<F>; VF¢

cio¢ la gauge invarianza dello stato d’equilibrio. Quindi I'invarianza di gauge dell’hamiltoniana
non pud essere spontaneamente rotta. Questo implica che le osservabili non invarianti di gauge

113



hanno media zero. Infatti, poiche lo stato é gauge invariante si ha per la media sul gruppo di
un’osservabile F' = [ Fydu(¢)
< F>=<F >

Poiché la media F' di un’osservabile non gauge invariante & zero 1'uguaglianza precedente
comporta che la sua media di Gibbs & zero. In particolare si ha

<op>=0

Osserviamo che tale invarianza della misura di equilibrio non comporta la unicita dello stato:
si pud avere pit di uno stato di equilibrio, basta che siano tutti invarianti di gauge.

Una volta indagata la presenza di un punto critico ci rimane da stabilirne la natura: per
fare cid consideriamo le osservabili invarianti di gauge or, le osservabili associate ad un loop
I'. Siccome l'interazione ¢ a range finito tali correlazioni devono decadere a zero: cid che noi
dimostreremo tra breve € non solo che le correlazioni decadono a zero nelle due regioni di
temperatura separate dal 8 critico ma che lo fanno in due modi differenti a seconda che la
temperatura sia maggiore o minore di quella critica.

In particolare, faremo vedere che:

1. per 8 < B, il decadimento é esponenziale ad area

< or >~ e—(cost)A(F)
dove A(T") ¢ area minima sottesa da I"
2. per B > 5. il decadimento & a perimetro
< op >~ e costl]

dove |I'| rappresenta il perimetro di T

Per arrivare a ci6 cominciamo col dire che nel caso in esame valgono le disuguaglianze G.K.S. ed
anche che e’ possibile scrivere delle equazioni ricorsive ad alta temperatura che hanno la stessa
natura di quelle trovate per il modello di Ising.

Cominciamo col dimostrare il decadimento "ad area" del caso (1). Sia ¥r una qualsiasi
superficie avente come contorno I'; si ha:

<Sp>=< [] op>
peEXT

Consideriamo una Hamiltoniana differente H’

—Hy =Y Jyop+ Y Jeoy
p l

nella quale ¢’é un diverso campo esterno dipendente dai links:

lungo z

lungo ¥, z

0
—Hp = ZJpap + Z Jyop, con J; = {
P ¢ &0
Rispetto alla Hamiltoniana H’ i piani paralleli al piano yz sono disaccoppiati. Cid implica che

il modello gauge invariante tridimensionale puo essere ricondotto al prodotto di modelli di Ising
bidimensionali in cui I'interazione a due corpi ha intensita 3,. In virtu di cio possiamo applicare
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le disuguaglianze G.K.S. e dire che, poiché in H’ ci sono costanti di accoppiamento positive Sy
pit grandi di quelle in H, allora si ha:

<Yr >g<<X¥r >g

dove a causa della proprieta di fattorizzazione di cui si é parlato, la quantita < Xp > diventa
facilmente calcolabile sui loop che giacciono nel piano yz per i quali si ha:

L
< Yr >gp=< 090y, >I(d:2) .

Dal momento che lo studio del modello di Ising ci ha portati alla seguente espressione:
L2
< 0g0, >%(d:2)~ exp{——

197

dove & é la lunghezza di correlazione, possiamo concludere che:

<Yr >g~ exp{—@}.

37

Osserviamo, pero, che un tale decadimento non si protrae fino al punto critico in quanto
esso ¢ definito per B < B! che, come & noto, non ¢ uguale a quella del modello Zs.

Passiamo adesso a dimostrare ’altro decadimento, a perimetro, e cioé quello che si osserva
nella regione B. Tale dimostrazione parte dall’espressione

Zy =Y [’ -1+ 13
o b

che, sviluppando il prodotto, porta a quella che si chiama espansione in polimeri

Zn ~ exp{>_ W(k)C ()}
k

dove:

1. k indica i cammini connessi e chiusi sul reticolo i quali sono costituiti da tutti quei legami
che possono essere percorsi pitt di una volta. Ovviamente in k ogni legame ha la sua
molteplicita e quindi se il legame ¢; & percorso n; volte, si ha:

2. W(k) rappresenta il fattore combinatorio per il quale vale che:

1

(k) < o

3. ((k) fornisce il peso dell’espansione ﬁ ST, {ef7vor — 1},

La funzione di partizione scritta sopra insieme alla dualitd con modello di Ising tridimensionale
rappresentano le proprieta di cui si fa uso per dimostrate il decadimento a perimetro.

Data la dualita , possiamo dire che ad ogni link resta associata la placchetta ad esso
ortogonale e passante per il suo punto medio, quindi possiamo scrivere:
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<or > (B)=< H op >=< exp{—24" Z Joop} >1 (B7)

pEXT blpedp

Dagli studi fatti sul modello di Ising, ci ¢ noto che:

Z
< exp{—28~ Z Joop} >1= -

prGZp

dove:

JI V¥bnon L ¥r

Z_ZXU:IZIQXP{;JI]%} con : Jb:{O Vb L Yp

da cul si ricava:

2 = (UM (k) — )
k

Per la definizione data in precedenza, se k non interseca la superficie I" si ha che (7 (k) —
C(k) = 0 essendo, per definizione, (™ (k) = ((k) e quindi k deve per forza intersecare il dua-
le di ¥p. Per ottenere una maggiorazione, andiamo a sviluppare quanto ottenuto alle alte
temperature:

SORIEDS [Tt 13 ~ 3T s

Affinché quella scritta risulti essere la migliore approssimazione occorre scegliere come per-
corsi chiusi e connessi k quelli che contengono il circuito I' e sono ad esso perpendicolari, in
particolare i piu corti, ma occorre fare attenzione percheé se essi intersecano un numero pari di
volte si cancellano e non va pitt bene. Da quanto fino ad ora detto appare chiaro che servono un
numero dispari di intersecazioni e, servendo quelle di lunghezza minima, possiamo concludere
che 1 cammini £ buoni per il nostro fine sono quelli che intersecano una sola volta. Scelti i k
opportunamente procediamo nella nostra analisi notando che ﬁ < % ed anche:

B 1~ —BJyop = —PBcost

dalle quali si ricava che [[,(-) fornisce quattro termini uguali, in quanto ogni placchetta e
costituita da quattro legami, e cioé un termine pari a —f34cost.

Quanto detto vale per il termine ((k) ma, facendo un ragionamento analogo per ¢~ (k),
otteniamo, a meno di costanti ininfluenti, un fattore pari a —28% . Ci rimane allora da
studiare la sommatoria ) ,(-) dalla quale proviene un fattore |I'|. In virtu delle precedenti
considerazioni otteniamo, per la quantita studiata la seguente relazione

< H op >< exp{—pB*|T|cost}
peXl
e dunque la tesi.

Con la dimostrazione del decadimento a perimetro si conclude lo studio dei modello gauge
invariante tridimensionale a campo magnetico nullo, ma prima di dare alcuni cenni su cosa
accade in quattro dimensioni guardiamo, anche se non in dettaglio, cosa succede se h non ¢
zero. L’hamiltoniana di tale modello é:
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—H) = Z‘]PUZ’ +2Jg0'g
P l

e la dualita fa si che sussistano le seguenti trasformazioni:

{sito <> cubo
link <+ placchetta

e quindi, poiché trasformando H per dualita si ottiene una hamiltoniana ancora espressa per
mezzo di link e placchette, possiamo dire che questo modello é autoduale. Dal momento che la
trasformazione di dualita agisce su due variabili, facendo uso di informazioni gia note possiamo
scrivere:

{e_w; = tanh(3,) con 3, = BJ,
e 20 = tanh(8;) con By = BJ;

e dunque la nuova hamiltoniana ¢ della forma:
ZA(Bp) BE) - Z GXP{Z JpUp + Z JZUZ} = ganaliticaZA(B;a /B:ll>
o p V4

Possiamo allora dire, sempre per dualita, che se esiste un punto critico nel modello originario
tale caratteristica si trasferisce inalterata nel modello duale anche in presenza di due parametri.

Il modello Z5 in quattro dimensioni in assenza di campo magnetico risulta essere autoduale
e, proprio in virtu di tale autodualitd si riesce a stabilire 'esistenza di un § critico il quale
"crea" due regioni, che per comodita continueremo a chiamare A e B come nell’analogo caso
tridimensionale, tali che in una (A) ci sia un decadimento ad area e nell’altra (B) un decadimento
a perimetro. La peculiarita di questo modello é che il punto critico non ¢ pit del secondo ordine
ma del primo; in virtu di cio si ha che non ¢é la derivata seconda dell’energia libera ad essere
discontinua ma la derivata prima.
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Capitolo 9

Elementi di Teoria della Percolazione

Esaminiamo adesso un modello probabilistico, detto della percolazione ma, prima di adden-
trarci nella sua fenomenologia, qualche cenno storico. Questo modello fu adottato per studiare
I'ottimizzazione delle maschere in dotazione ai minatori nelle cave di carbone: cidé che occor-
reva a questa gente era una protezione in grado di bloccare i materiali velenosi, in modo da
non inalarli, pur permettendo il passaggio dell’aria. Serviva, cioé, un opportuno dosaggio della
porosita del materiale che componeva le suddette maschere. In termini del modello che ci ac-
cingiamo a descrivere, quanto detto si traduce nell’esistenza di "percorsi connessi" per l'aria.
Il processo di percolazione riguarda il verificarsi di un flusso deterministico all’interno di un
mezzo a distribuzione di densita casuale e cid lo pone in contrasto con quello di diffusione che
avviene con un flusso random in un mezzo a densita determinata.

Se poniamo un pezzo di materiale poroso in un secchio d’acqua vediamo che esso comincia
a bagnarsi perché 'acqua penetra all’interno di esso sfruttando i "percorsi" costituiti dai pori
del materiale. Visualizziamo il materiale come una rete di pori interconnessi, di cui alcuni
sufficientemente grandi da far passare I'acqua ed altri sufficientemente piccoli da bloccarla:
questa situazione pud essere idealizzata supponendo che la struttura dei pori formi un reticolo
ad esempio cubico. Per essere piu precisi, chiamiamo i punti in cui i pori si interconnettono
siti ed imponiamo che essi abbiano coordinate intere, in particolare, i siti che sono a distanza
unitaria si dicono prossimi vicini ed ogni coppia di tali siti & connessa da un poro. La "struttura"
composta da due siti ed una porosita viene chiamata legame. Consideriamo un reticolo Z¢ dove
ad ogni sito ¢ viene associata una variabile a due valori n; = 0,1 che ci dice se questo sito ¢
libero oppure occupato. I siti sono distribuiti indipendentemente uno dall’altro. Un sito ¢ ¢
occupato con probabilitd P(n; = 1) = p e non & occupato con probabilitd P(n; =0)=1—p

La probabilita di una configurazione in cui su NV siti totali ce ne sono k occupati, ¢ data da
(1 —p)N=F &, come si vede, una probabilita prodotto.

Quello che ci chiediamo ¢é se, partendo da un fissato punto, riusciamo a "trapassare" il
materiale e cioé se esiste una catena di prossimi vicini connessi e vuoti (o, equivalentemente,
pieni). Dalla letteratura & noto che, per avere il fenomeno della percolazione, occorre una ben
precisa concentrazione di siti "vuoti": quanto appena detto ci dice che, nonostante l'indipen-
denza, questo particolare modello esibisce un qualche tipo di "comportamento critico". Dato
un certo sito i nel reticolo, vediamo quant’é la probabilita che esso appartenga ad un cluster
di "occupati" (i € C) ed, in particolare, ad un cluster infinito (i € C). Questa probabilita
definisce la cosiddetta "probabilita di percolazione":

P(iE Coo) :Poo<i)
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e si ha che:

P<P.= Po(i)=0
dP, :

P> P, = Psy(i) #£0

dove la probabilita di percolazione rappresenta il "parametro d’ordine" e P. il valore critico,
cioé il valore della probabilita di percolazione al di sotto del quale non c’é la transizione di
fase (nel modello di Ising il parametro d’ordine era dato dalla magnetizzazione). Inoltre si puo
provare che la probabilita di percolazione é crescente nel parametro.

Quella vista fino ad ora &, in un certo senso, una caratteristica "locale" in quanto andiamo a
guardare se un certo sito appartiene o meno ad un cluster, finito od infinito che sia. Se vogliamo
andare a vedere questa caratteristica in modo globale, occorre studiare la probabilita che esista
un cluster infinito, cioé:

P(ICs) = P

La transizione di fase si manifesta bruscamente come si vede subito ricordando che un modello
indipendente presenta una misura ergodica rispetto al gruppo delle traslazioni e cioé che tutti
gli eventi invarianti per traslazione hanno misura: g € 0,1. Possiamo anche usare il fatto che
tale evento & un evento tali e quindi ha probabilita 0, 1. In virti di cio si ha che, per ogni valore
di P > P, , la probabilita di percolazione P,, passa discontinuamente dal valore zero al valore
uno: nel caso locale, invece, il passaggio € continuo ed il salto si presenta solo a volume infinito.

Esaminiamo il caso semplice di un reticolo unidimensionale. E evidente che il cluster infinito
si puo formare solo se si ha una catena infinita di siti occupati: un solo sito vuoto spezzerebbe
la catena. E questo significa che p. = 1.

Rimane aperto il problema della continuita di p al punto critico: la probabilita di percola-
zione é zero al punto critico? La risposta é positiva in due dimensioni

Una volta che si é formato il cluster infinito, una domanda naturale é: quanti cluster infiniti
esistono? E stato provato che il numero di cluster infiniti ¢ 0, 1, 00 con probabilita 1. Inoltre su
Z¢ tale numero ¢ 0,1. Quindi appare un unico cluster infinito sopra la soglia di percolazione.
Ci sono inoltre clusters di taglia arbitrariamente grande.

Un altra grandezza interessante é la funzione di connessione:

Tok = P(ﬁ,/ﬁ € C)
che possiamo riscrivere in termini di aspettazione delle funzioni caratteristiche dei singoli eventi:

o = E(X7XE)

Quello che ci aspettiamo ¢ che allontanando ¢ e k le funzioni di connessione decadano. Infatti
per p # pe, esse decadono esponenzialmente. Invece per p = p. esse esibiscono un decadimento

polinomiale:
1

Tek ™~ |€—k|o‘

mentre al di fuori di esso il decadimento ¢ di tipo esponenziale:
Tok ~ exp —s|l — k.

Ovviamente « sara uno degli esponenti critici della teoria della percolazione.

In una dimensione, la funzione di connessione 7, € uguale a p” perche 0 ed r appartengono
allo stesso cluster se tutti i siti tra 0 ed r sono occupati. Quindi decade esponenzialmente. Se
p = p. = 1 non c¢’é¢ decadimento.
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Ci rimane da definire la "dimensione media" di un cluster. A tale scopo, sia k(n) il numero
di siti che appartengono ad un cluster passante per ’origine, allora la quantita cercata ¢ data
da: E(k(n)). Cosa accade al punto critico? Quello che si ottiene ¢ che E(k(n)) puo divergere.
Infatti,
kn)=xo+ > Xoj

jezi—{0}

Per contare il numero di siti imponiamo che l'origine sia occupato (il primo termine é la funzione
caratteristica di questo evento) e poi contiamo ogni altro sito connesso all’origine tramite le
funzioni caratteristiche xo;. Prendendo l'attesa si ha

E(k(n)) =p+ Z E(xo;)
J#0

nella quale il primo termine rappresenta la probabilita che lo zero sia occupato mentre il secondo
rappresenta una serie di funzioni di connessione (serie perché il cluster considerato ¢ infinito).
Da essa, infatti, si nota subito che, dato il decadimento polinomiale delle funzioni 7;; la serie
puo tanto divergere quanto convergere (in modo assolutamente indipendente dalla dimensione
del cluster) anche se al punto critico la probabilita di percolazione &, in base alle formule date
in precedenza, ancora nulla.

Osserviamo che un altro possibile esponente critico ¢ dato dal divergere della dimensione
media del cluster. In 1d la probabilita che un sito appartenga ad un cluster di dimensione s é

data da (1 — p)p®(1 — p) perché ci devono essere s siti consecutivi occupati separati dagli altri
1

1-p €

da due siti vuoti. Tende a zero a p = p. = 1. La dimensione media ¢ data da ) p" =
diverge come p — p.|~! (esponente critico).

Reticolo di Bethe: ogni punto a z prossimi vicini e dA ogni ramo partono z — 1 nuovi rami.

Dimensione frattale del cluster infinito: rapporto superficie /volume in 2d & S ~ L”, D < 2.

Quella vista fino ad ora ¢ la cosiddetta "percolazione di sito" ma ne esiste un’altra, che ¢
nota col nome di "percolazione di legame" dove si lavora assegnando una probabilita non pit
al singolo sito ma ad un legame:

b:ny=0,1.

In questo nuovo formalismo si dice che due legami sono connessi se presentano un sito in comune
ed ogni legame, indipendentemente da tutti gli altri, ha una predeterminata probabilita p (la
stessa per ciascun legame) di essere abbastanza largo da trasmettere, ad esempio, acqua (vuoto),
ed una probabilita: ¢ = (1 — p) di essere troppo piccolo e dunque non in grado di far passare il
materiale (pieno). Un legame vuoto trasmette il materiale in entrambe le direzioni e cioé quando
I’acqua raggiunge uno dei siti che compongono il suddetto legame, puod viaggiare attraverso ogni
altro legame che termina in quel particolare sito sempre che gli altri legami siano del tipo di
quelli che abbiamo chiamato "vuoti". Un altro esempio ¢ costituito da un circuito elettrico
fatto da una maglia di segmenti (disposti ad esempio secondo un reticolo piano), di cui alcuni
sono conduttori ed altri isolanti. Ci si domanda per quale percentuale di elementi conduttori
pud fluire la corrente elettrica .

In due dimensioni si conosce con esattezza il valore di p. usando la dualita. Dato un reticolo
planare L si costruisce il duale L, fatto dai siti che sono i centri delle facce di L e lati che
congiungono i siti se le facce di L hanno un lato in comune. Si dimostra che vale la relazione

pe(Z%) +pe(Z8) =1

Poiché in due dimensioni Z2 ¢ isomorfo a Z2, si ha che p.(Z?) = 1/2. Inoltre si pu6 provare
che la probabilita di percolazione € zero a p = p..

120



Il processo di contatto. Distribuiamo delle particelle su Z¢ in modo che in ogni sito ci sia al
pitt una particella.L’evoluzione Markoviana ¢ tale che ogni particella scompare dopo un tempo
esponenziale di parametro 1, indipendentemente dalle altre. Inoltre ogni particella pud creare
una nuova particella in ognuno dei siti vicini con rate A > 0,indipendentemente da ogni altra
cosa. Partendo da un numero finito di particelle, tale numero a ndra a zero in un tempo finito?
Esiste un valore critico, A; tale che per A < A\, questo accade con probabilita 1. Tale domanda
puo essere riformulata in termini di percolazione: esiste un cammino infinito orientato (tale che
la somma delle coordinate ¢ crescente)?

9.1 Modello di Ising e percolazione di sito.

Vediamo adesso come si lega la teoria della percolazione di sito con il modello di Ising: la
domanda che ci dobbiamo porre é se esistono clusters infiniti di + (o di — ¢ del tutto indifferente).
Adottando la convenzione che due siti sono connessi se sono prossimi vicini ed hanno lo stesso
segno, andiamo a considerare la relazione che sussiste tra la probabilita di percolazione e la
magnetizzazione e studiamo il fenomeno critico con 'intenzione di stabilire se il punto critico
del modello di Ising coincide o meno con il punto critico della probabilitd di percolazione.
Ovviamente in questo caso il fenomeno di percolazione non € pit un fenomeno indipendente
perché associandolo al modello di Ising si introduce in esso una dipendenza sensibile dalla
temperatura. Andando a guardare le seguenti quantita:

PE=P0eCE);, <op>
e definendo:
EiZ{UZJ()::l:l}
possiamo scrivere la magnetizzazione come:
< 00 >= p(E*) - p(E7)
A questo punto cio che ci accingiamo a dimostrare & che:
(¥) < o9 >T< PE

e cioé che il fenomeno critico dovuto alla magnetizzazione potrebbe precedere quello dovuto alla
percolazione. Consideriamo un volume finito con condizioni al contorno +, definite dall’insieme:

Bf={o:0;,=+1,i¢ A}

Denotiamo con
Cy ={o:Yéunclusterdi +}, Y CA

I’evento che Y apparten ga ad un cluster di 4+ e la probabilita di questo evento con ui(C;' ).
Consideriamo il rapporto

pH(CY)

po(CY)
Dal momento che sia il numeratore che il denominatore possono essere riscritti in termini di
una probabilita condizionata dalle condizioni al contorno:

pt(Cy N BY))

() =

= u(C¥|B™)
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a patto di lavorare con la frontiera del contorno Y, si ha:

W (CF) _ p(BTICY)
W (CY) ~ u(BICY)

Dalla precedente, definendo:
Chy ={o:0i=—-1 ViecdY}

si ottiene
pHCY) _ u(BYICH) __ plBYICs) _ w(BT0Cyy)
po(Cy)  u(B7ICY)  u(B~|Chy)  u(B~NCyy)
A questo punto, ricordando che per il modello di Ising valgono le disuguaglianza F.K.G, si
ha che

(BTN Chy) < u(BT)u(Chy)

e, per spin-flip, anche la disuguaglianza inversa

u(BH)u(Cqy) = n(B7)u(Cay) < (B~ NCay)
Da cui:
(BT NChy) <1
(B~ NCh) —

In totale, dunque, possiamo scrivere:

A questo punto possiamo utilizzare questi risultati per dare una stima della magnetizzazione
usando che

Ricordando la relazione:

si ottiene:
<o >T=) " [t (CF) = ut(Cy)] + pt(Ch) = ut(Cy)
Y>0
= W)~ w ()] + it (CL) — T (CF)
Y>0
dove 'ultima uguaglianza & vera, ancora una volta, a causa della simmetria di spin-flip. Fatto
cio, per arrivare alla formula (*) basta osservare che il termine in parentesi & negativo e che
—p~(C%) <0 e quindi
<o >T<ut(0F)
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9.2 Percolazione di legame e modello random cluster.

Lo studio del modello di Ising insieme a quello a percolazione di legame si basa su un differente
modo di scrivere Z utilizzando il formalismo dei legami in modo da poter svolgere direttamen-
te la sommatoria sulle configurazioni che compare nella funzione di partizione. Riscriviamo
I’hamiltoniana di interazione di tale modello

1
—H = 5 Z JijUin;
)

usando le identita

_0i0j+1 _O'iO'j—l

60’in - Tu 60'1‘0'7‘ - 1 - 2
Si ottiene

—H = Z Jij(égio'j — 1) + ;Z Jij
ij ij

L’ultimo termine, essendo costante, pud essere trascurato a patto di ridefinire il punto zero
dell’energia. Una hamiltoniana di questo tipo fornisce, per la funzione di partizione, la scrittura:

7 = Zexp{ﬂz Jp(6g1 — 1)}
o b

Facciamo uso dell’identita

exp{B Y Jo(0o1 — 1)} = (1 — B) + Pl
b

dove
Py =1—exp(—pJoy)

Sostituendo si ottiene
Z=> "T[Ia = By) + Pyl
g
Introducendo le variabili n, = 0, 1 possiamo effettuare una ulteriore sostituzione usando
(1= Py)+ Poby1 = Y (1= P)ny0 + Podory10m,1
ny=0,1

La funzione di partizione Z viene cosi espressa in termini di due sommatorie (sulle configura-
zioni) di due produttorie (sui legami):

Z:Z H (1—B) H szcsgbl

n biny=0 binp=1 foa

La somma sulle configurazioni di spin da
Z Oop1 = 20t
g

dove C(n) rappresenta il numero di clusters di legami presenti nella configurazione n e il fattore 2
é dovuto al fatto che per il cluster esistono soltanto due stati possibili. In definitiva, la funzione
di partizione associata al modello di Ising si riscrive come

Z:Z H (1-P) H P,2¢ ™)

n b:nb=0 b:nbzl
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Si ottiene cosi un modello di percolazione di legame dipendente. L’interazione si legge nel
termine 2™,

Fatto cio ci rimane da capire la relazione che intercorre fra le funzioni di correlazione nel
modello di Ising e le grandezze caratteristiche del modelli a percolazione di legame. Si ha:

< 0i0j >:% H (1—Pb) H széablaiaj

biny=0 binp=1 a

dove la quantita [...] rappresenta un vincolo che obbliga i due siti che formano un legame ad
avere, se appartengono allo stesso cluster, segno uguale. Da quanto scritto appare evidente
che il valore della somma sulle configurazioni dipende dal segno del prodotto o;0; nel seguente
modo. Dato un cluster di legami nella configurazione n la somma sulle configurazioni o é zero
se i siti nel cluster non hanno tutti lo stesso segno. Quindi se o; # o i siti ¢ e j non possono
appartenere allo stesso cluster. Cosi, per non avere la sommatoria nulla, & necessario restringerla
a tutte e sole le configurazioni n in cui i e j appartengono allo stesso cluster di legami, e dunque
< 0,05 > rappresenta la funzione di connessione che ci assicura l’appartenenza dii e j allo stesso
cluster, cioé:
< 005 >= Tij.

Se proviamo a fare un ragionamento analogo anche nel caso della magnetizzazione, con con-
dizioni al contorno +, ci accorgiamo che si ha < o; ># 0 se e solo se il sito i appartiene al
contorno del volume e cioé se e solo se i appartiene ad un cluster infinito. In conclusione

<o >T=P(i € Cy)

L’uguaglianza fra la magnetizzazione e la probabilita di percolazione ci porta a dire che devono
coincidere anche i punti critici ed, in particolare, ad affermare che la dimensione dei clusters sia
una stima della lunghezza di correlazione in quanto ’esistenza dei clusters ha come conseguenza
che i siti di una stessa catena abbiano segno uguale e cid comporta la "creazione" di zone coerenti
dl l|_|_|| e Il_ll.

1l modello di percolazione di legame cosi ottenuto risulta essere un caso particolare di quello
che viene usualmente chiamato modello random cluster in cui il termine di interazione 2¢()

C(n)

viene sostituito da ¢ , con ¢ reale. Per valori interi di ¢, il modello si pud connettere con il

modello di spin la cui hamiltoniana é:

_H:ZJij((SGin_l)v 0'1‘21,2,...,q
i)j

Questi modelli sono noti anche col nome di modelli di Potts.
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Capitolo 10

I1 Gruppo di Rinormalizzazione

Consideriamo un modello di spin su un reticolo su Z¢. Il punto critico & caratterizzato dal
fatto che la lunghezza di correlazione £ diverge, cioé il sistema € infinitamente correlato e non
esiste una lunghezza fondamentale. Si pud quindi congetturare che esista invarianza di scala,
cioé che il sistema appaia allo stesso modo su qualunque scala lo si guardi. Non esiste una
descrizione ridotta del sistema perche tutti i gradi di liberta sono rilevanti. Le variabili giuste
per studiare il comportamento del sistema al punto critico sono quelle associate ai blocchi di
spin. Dividiamo il volume in blocchi B,,(k) di lato L,, = 2". Sia k I'indice del blocco (ad es. il
centro del blocco). Le variabili di blocco sono definite da

1
Snlk) = T?f 'GBZ:(k:) k

dove w é un parametro che serve a garantire la “corretta’normalizzazione per le variabili di
blocco nel limite di volume infinito. Ogni blocco al livello n+1 é costituito da blocchi del livello

S = S =g O Sulin)

L i€Bn 1 (k) in€B, (k)

n

dove B’ (k) & il blocco di lato 2 costruito a partire dai blocchi del livello n. La normalizzazione
delle somme deve essere tale da dare un definito comportamento dei blocchi per grandi n.
Supponiamo che la lunghezza di correlazione sia finita. Siti che sono a distanza superiore a &
sono quasi scorrelati (debolmente dipendendenti) e vale il teorema del limite centrale per cui
possiamo aspettarci che S, (k) per w = 1/2 tenda ad una variabile gaussiana nel limite n — oo
La varianza di tale variabile é data da

(Sa(B)Sulk) = (3 @ S0 o) =

i€Bn(k)  jE€Bn(k)
[ Bn (k)| _X
= e 2707 =
J
dove sono state trascurate le correlazioni fra punti lontani. Quindi .S,, é distribuita per grandi

1 1/2 a2
P(Sn) ~ (271_)() (§ 2
B

Possiamo anche chiederci quale sia la distribuzione congiunta delle variabili di blocco per grandi

7, come

]

n. Poiché i blocchi lontani sono indipendenti la distribuzione sara prodotto. Se la suscettivita
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non ¢ finita la distribuzione non pud essere gaussiana ma potrebbe esistere qualche valore di
w # 1/2 tale che il limite per grandi n esiste lo stesso. Questo accade quando il teorema
del limite centrale non vale pit perché le variabili sono fortemente correlate (lunghezza di
correlazione infinita).

Rivediamo prima di procedere alcune nozioni elementari di probabilita: teorema del limite
centrale per variabili indipendenti.

10.1 Blocchi di spin e teorema del limite centrale .

Consideriamo una successione di variabili indipendenti a media zero e identicamente distribuite
. . . N C . .

S; con varianza finita < S? >= ¢2. Sia S(N) = > ;_, S; una variabile di blocco. La sua

varianza é data da No?. Se le variabili non sono indipendenti la varianza ¢ diversa

N
< S(N)2 >= Z < SZ‘S]‘ >

i,j=1
Sia la sequenza stazionaria cioé
N N
D <88 >=N <88 > 42> (N —1) < Sy > (10.1.1)
ij=1 =1

Se la somma diverge la varianza diverge pit velocemente di N e il teorema del limite centrale
non vale piu’.

E importante avere delle informazioni sulla distribuzione della variabile S(N) al crescere
di N per sapere come normalizzare per ottenere un limite finito. Un modo di procedere é
confrontare la distribuzione al valore IV con quella a 2IN. Vediamo prima cosa succede nel caso

in cui vale il teorema del limite centrale. Sia Py (x) la distribuzione della variabile f(—\/NN) Poiche

S@2N) 1 [S(N)+5'(N)] (10.1.2)

V2N V2 |lovVN | oVN

la relazione tra Py(z) e Pon(x) ¢

Py (z) = /dx’dm”PN(x’)PN(gg”)(S <x _ \}i(xl 4 x»)>

poiche le variabili di blocco S(INV) e S(N') sono indipendenti, nel caso valga il teorema del limite
centrale, ma vincolate a sommarsi a S(2N).
Integrando in dz” si ha

1
E

Passando al limite per N — oo si ottiene una equazione per la distribuzione limite P,

Pyn(z) = /dx/PN(l‘/)PN(\/ix —a')

1
V2

E facile vedere che la gaussiana & soluzione di questa equazione.

1 1/2 (\@015*93/)2 1 z2 —(Z )2
di'e 2 e~ 2 =—e 2 [dxe S

Py(x) = /daz'Poo(x')Poo(\fo —a) (10.1.3)

o 27
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Dopo il cambiamento di variabili z = /22’ — z si ha

2

x z 11 z
e 2 2 = 2 =

21 1 22 22 1
zm/dze v TS

Si pu6 dimostrare che se la varianza ¢ finita ’equazione

N
(S

Py (x)

aPy(z) = /dm’Poo(:E')Poo (g - x’)

ammette soluzione solo se @ = —= nel senso che esiste finito il limite e naturalmente la soluzione
é gaussiana. Questa é una prova alternativa del teorema del limite centrale per variabili indi-
pendenti. Quindi questa equazione pud essere usata per determinare a. Nel caso di variabili
dipendenti si pu6 fare un conto analogo e si ottiene una equazione pia complicata perché per
esempio bisogna usare la distribuzione congiunta per calcolare la distribuzione della variabile
su scala 2N e la soluzione se esiste puod essere non gaussiana. La relazione tra a e ’esponente
di normalizzazione della variabile di blocco w ¢ dato da

N
<S(N)?>=N < 88 >+2) (N — 1) <SS >
/=1

Se Zévzl < S50pSy > ¢ finita, allora la varianza cresce come N. Se < SyS; >~ %, a < 1 si ha

al 1 1
- 11—«
DT=NTIS Y
/=1 k:%
L’ultima somma converge per N — oo all’integrale fol drx=® = (1Ea). In definitiva si ha

< S(N)? >~ N>

. . 2-a
equindia=22 e2w=2—qa,0<a<l.

Come esempio di variabili di blocco che hanno una distribuzione limite non gaussiana
consideriamo il caso del modello % la cui hamiltoniana &, a meno di un termine costante:

J2d 2 J2d
HA(O') = —hZO'z — 2]\7(20'1) +7

Le variabili di spin non sono indipendenti e le funzioni di correlazione non sono zero. La
distribuzione di Gibbs per h =0

Py(oy...0n) = (const) exp [ﬂ;\];d (Z ‘”)2]

)

induce una distribuzione per la variabile di blocco

S(N) = Z]:Vf

data da

P(S(N) = y) = ZlN | 3 exp[ﬁjjl\]fvzw (ZN;’ﬂ (10.1.4)



1 2w—1,2
_ BJAN Y § :
B Ne !
Z @:S(N)=y

Valutiamo 1'ultima somma nell’esponenziale
Soa- oy
a:S(N)=y T:y 5, (1-27)=yNw

avendo usato o; = 1 —27;. Posto m = ), 7; il numero dei siti occupati basta valutare il numero
dei siti tali che N — 2m = yN“ su un totale di N e cioé

> =)

7y (1-27
1 (N BJAN >
P(S(N)=y) = — _—
S0 =) = 5 (e | 75
Si ha: N N
Y Y
N— = — 7NUJ = — —_ w
mE=g 2 2
Per la formula di Stirling
N _
log< >%Nlog + mlog mn
m N —
N N vy N+ UNe
=Nlo + (= — ZN¥)log 2—2
e T TN
N LY et Y %"‘%Nw_l
= ——log(= + =N¥ ZNY ]
y loe(g +5NT) =5 I yye
N 1 vy
0 - _IpNw
5 108(5 — 5 )
N 1 2N2w72 Nw 1 wal
= log—7 —y—log =
2 4 2 1 Nw-1
N Nv 1+
= Nlog2 — —log(1l — %) —y—1
0g2 — - log(l —2%) —y—-logs——

1 Yy s . 2N~ 2 1.4 4z .
Per 5 <w <1, 2 = {5 ¢ piccolo e approssimando log(l — z%) ~ —° — 52" e log {77 ~

2(x + %) si ha

N 2 4 3
log <m> ~ Nlog?2 + %N%—l n %N‘*w—?’ — yN®(yN“"1 + %N“—i’))

2 4
— Nlog2 — Y n2w-1 _ Y pde-3
2 12
Per la distribuzione P si ha

1 2 4

P(S(N) = y) ~ ——eN182 oxp[ L N20-1(1 _ 9q75) — L N3] (10.1.5)
ZN 2 12

Per 2dJ 3 # 1 il termine dominante ¢ quello quadratico e quindi la distribuzione é gaussiana.

Per 2dJg =1 il termine quadratico si cancella e scegliendo 2w = % si ha

Quindi per ottenere una distribuzione limite basta normalizzare la variabile di blocco con .
Ni%

Lo stesso risultato si ottiene dall’equazione del gruppo di rinormalizzazione per questo caso.
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10.2 Leggi di scala ed esponenti critici.

Rileggiamo ora la costruzione dei blocchi di spin nel seguente modo. Costruiamo una variabile
di blocco mettendo insieme n? spin a partire da un reticolo originario Z? (S = o)

Suk) = S0 Sl

1€Bn (k)

I centri k& di questi blocchi formano un nuovo reticolo Zfll il cui passo reticolare & n e ad ogni sito
di questo reticolo & associata una variabile di spin di blocco Sy, (k) che non ¢é pia a valori 1. La
distanza fra i siti in unita di passo reticolare ¢ 1. Al variare di n parleremo sempre di distanza
tra i punti in unita di passo reticolare. Iterando il procedimento ad ogni livello j = mn c’e un
reticolo Z“f ed una variabile di spin che ¢ la media di (mn)? spin del reticolo originario e di n?
spin del reticolo al passo precedente. Sia Py(So(i1), So(i2) ...) la distribuzione congiunta degli
spin del reticolo originario (Sp = o). Usiamo la notazione Py{x;} per indicare la probabilita
congiunta Py(So(i1) = =1,S50(i1) = x2...). La relazione tra la probabilita P,{xj} dei blocchi
di spin di lato n centrati in k e Pp{z;} ¢

Po{ay) = /Hi dz!, Pola} I, 5(xk e 30 a:;> (10.2.1)
1€Bn (k)

Sul reticolo al passo n costruiamo dei blocchi di spin costituiti da m¢ spin del reticolo Zfl e
centrati in ¢

Sun(0) = 3 SuB) = 3 Syl

(nm)dw '
kE€EBm (L) i€Bnm(£)
Come sopra si ha che
P {20} = / My defy Pafa) T 6 (ap — % S af) (10.2.2)
k€Bm (£)

Facciamo il limite n — oco. La distribuzione limite se esiste deve soddisfare

Poo{x} = /Hk dzy, Pso{x)} Ty 5(1’g —m Z :1:2) (10.2.3)
k€ Bm ()

Questa equazione ¢ difficile da risolvere in generale a differenza del caso delle variabili
indipendenti anche perché bisogna fare una integrazione su un numero infinito di variabili. Si
possono perd ricavare alcune proprieta della distribuzione limite, in particolare I'invarianza di
scala delle funzioni di correlazione. Siano S, e S,1s due variabili di spin nel limite sul reticolo
Zgo dopo infinite iterazioni del procedimento. Consideriamo la loro funzione di correlazione

Ex[SrSris] = /Hj dzj Ty Trys Poo{z;}

= > M B [SeSe] & m* 2 B[S St
LE B (1)l € By (1+35)

L’ultima eguaglianza vale per s grandi: se i blocchi sono molto lontani la correlazione fra gli
spin nei centri dei blocchi é uguale a quella di un qualunque punto di un blocco e un qualunque
punto dell’altro blocco. Il fattore m appare percheé siti che sono a distanza 1 sul reticolo i cui
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siti sono i centri dei blocchi di lato m sono a distanza m quando visti come siti sul reticolo
prima di formare i blocchi. Quindi rispetto alla distribuzione limite la correlazione obbedisce
ad una precisa legge di scala: se si scalano le distanze bisogna riscalare la correlazione con un
fattore m2d(1—«),

Questa proprieta é vera qualunque sia la lunghezza di correlazione, finita o infinita. Possiamo
rileggerla dicendo che guardare la distribuzione delle variabili di blocco equivale a guardare una
configurazione tipica del sistema di spin da lontano, perché cosi si riescono a percepire solo
valori medi; per non avere una visione indistinta conviene mettere a fuoco cioé normalizzare
opportunamente le medie (in modo che la fluttuazione sia finita). Fatta questa operazione quello
che si vede é indipendente dalla distanza per grandi distanze. Se £ é finita ad una distanza
maggiore di £ si vede ad alta temperatura tutto grigio (se i + sono neri e i — bianchi) e a bassa
temperatura tutto bianco o tutto nero. Al punto critico quello che si vede a grande distanza
non ¢ cosi uniforme ed ¢ indipendente dalla distanza.

Per m finito si ha

En[SySrrs] ~ m* ) < 0100 s) > (10.2.4)
La equazione (10.2.4) permette di trovare una relazione tra w e l’esponente critico n che ¢é
definito da
< g0 > i — )T (10.2.5)
Infatti, fissando r = 0 si ha

2d(1—w)( d+2—n

Epn[SoSs] ~ m241=9) < Gooms >~ m ms)~

Nel limite m — oo Ex[SpSs| deve essere indipendente da m da cui si
9 _
2w =1+ T”, Eno[S08s] ~ s~2401-) (10.2.6)

Possiamo riscrivere la relazione precedente come una condizione sulle funzioni di correlazione
per le variabili originarie o
< 000 ms >~ m 209 () (10.2.7)

per grandi m, s > m, dove ¢(s) ~ E[SoSs].
Otteniamo anche informazioni sugli esponenti critici v e v

X~ ’/8 - Bc|_’ya 5 ~ ‘5 - Bc’_y

Infatti tra gli esponenti critici esiste una relazione che troviamo osservando che

r=0 r=0
da cui
vy=v(2-n) (10.2.8)
E possibile in modo analogo ricavare altre relazioni tra gli esponenti critici
v n 2d
=—d-2)+=, 6=—"— =2-d
B=jld-9+] d-g—. a=2-w

Cm|B—B|™® mm|B—PB]" hx=m

In conclusione, per conoscere tutti gli esponenti critici basta conoscerne due. La normalizza-
zione delle variabili di blocco ne fissa uno e gli argomenti nella prossima sezione permettono di
determinare l'altro.
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10.2.1 Rinormalizzazione - Modello gaussiano

Concludiamo questa sezione osservando che nel caso del modello gaussiano le funzioni di corre-
lazione connesse sono zero ad ogni livello m. Infatti

[Snsrksnsrj = Z Z Z Z < 0¢,00,00,0¢; >

£;€Bm (1) £;€Bm (1) £ €Bm (1) £1€Bm/(17)

= m4dwz Z Z Z Z < oy0p, ><0y00 >

P z'LEB'm(Ti) EjeBm(Tj)‘ekeBm(rk)gleBm(rl)

= EulS:.5,]En[S, 5]
P

Quindi la distribuzione limite delle variabili di blocco ¢ determinata dalla covarianza e dalla
varianza. Per quanto detto sopra la covarianza

00 [SOSS] ~ 57(d72)

Il decadimento della funzione a due punti mostrachen =0ew = %—i—é per il modello gaussiano.
Si puod provare direttamente che la distribuzione della variabile di blocco normalizzata con w é
gaussiana usando la funzione caratteristica. Per definizione la funzione caratteristica per una
variabile casuale £ é data da

fe(t) =< et >
Esiste un teorema generale per il quale, se una successione di funzioni caratteristiche conver-

ge, allora il suo limite é la funzione caratteristica del limite delle distribuzioni di probabilita
corrispondenti. Consideriamo la variabile di blocco S(N) = ﬁ > iepy Si- La sua funzio-

-1
. 71— . St . . .
ne caratteristica (e N9 Lieny i ) si valuta facilmente osservando che il numeratore nell’attesa
¢ la funzione di partizione del modello gaussiano con campo magnetico costante sul blocco

. ] .
considerato h = ———t. Per cui

BNdw

2
. £ 1
<ewnd >=exp{~5 toam ij

ij€EBN

Poiché Al-_j1 =< 85;5; > si ha

Z Ay 1“’|BN! Z < 508 >N\BN|Zrd 1,.—(d—2)

ijJ€EBN JEBN
poiché n = 0 per il modello gaussiano, da cui

1 1
— Al ~ |Bn| N? =
N2dw Z %) N2dw
ij€EBN —Nd

Per la funzione caratteristica

xt?

1 . _xt?
< & i Sit 5 o~
dove x ¢ la suscettivita "rinormalizzata" data da

- . 2 1 —dw .
X =7 lim <S(N)*>= lim N > (S0Si).

N—oo .
’LEBN
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E facile vedere che la funzione caratteristica di una distribuzione gaussiana con varianza
2
t

& esattamente e 2%. Quindi
1 _se?

V2TY

In conclusione, la distribuzione limite delle variabili di blocco nel caso del modello gaussiano

Py(z) = P(S(N) =z) — G(z) =

al punto critico é una distribuzione gaussiana. Le normalizzazione perd non é quella del teorema
limite centrale e quindi il teorema del limite centrale non vale.
Il metodo della funzione caratteristica puo dare informazioni anche nel caso in cui il modello
di spin non sia esattamente risolubile. Denotiamo la funzione caratteristica della variabile di
blocco Sy con fn(t). Osserviamo che
s 1
]\[Zdwkaatnlog Ity =Y"{oi...01)c

11...0n

dove la somma ¢é su tutte le n-ple di siti nel blocco By e le variabili o; sono a media nulla.

Quindi
al (it)* gk
10ng(t):§ N N™% E (04, -+ 03 )C

k=0 i1
dove la somma ¢ solo su k pari. Da qui si vede che la distribuzione limite sara gaussiana
solo se N—dwk E“Zk (04, ---04,)c — 0 per k > 2. La varianza in tal caso sara data da

limpy 00 N—dw ZiEBN <(700i>.
10.3 Trasformazione del gruppo di rinormalizzazione

La relazione che connette la distribuzione Py delle variabili di blocco Sy con quella P; di Sp
definisce un operatore R sullo spazio delle distribuzioni di probabilita R. Gli operatori Ry
ottenuti applicando k volte R formano un semigruppo detto gruppo di normalizzazione. La
distribuzione limite ¢ per costruzione il punto fisso di R

Py = RPy

Lo studio di R e soprattutto le sue proprieta di stabilita e i suoi attrattori permette in principio
di determinare P,, data una Fy. Purtroppo R non é lineare ed é molto complicato per cui la
cosa pia semplice che si puo fare é fare un’analisi lineare basata sulla linearizzazione di R.

Si puo lavorare nello spazio delle Hamiltoniane invece che nello spazio delle distribuzioni di
probabilita perché le distribuzioni di probabilita sono a volume finito le misure di Gibbs ‘37ZBH
Data una Hamiltoniana Hj si costruisce la Hamiltoniana H,, per le variabili di blocco S,, che é in

genere molto diversa da quella di partenza. Ad esempio se si parte da spin £1 gia al primo passo

lo spin assume valori in un insieme diverso. Ancora piu importante, se l'interazione iniziale é a
prossimi vicini ¢i possono essere diverse interazioni (diverso il range, diverso il numero degli spin
interagenti etc.) in quella dei blocchi. Si possono parametrizzare le Hamiltoniane in termini
degli accoppiamenti ed aggiungere all’insieme dei parametri un altro parametro che appare nella
misura, la temperatura. La trasformazione R per le Hamiltoniane (usiamo la stessa notazione)
associa ad un set dei parametri un altro insieme. Il punto fisso di questo operatore sara una
Hamiltoniana effettiva che contiene tutte le informazioni rilevanti al punto critico. Si pu6 anche
definire un operatore, che chiamiamo di nuovo R che agisce sullo spazio dei parametri. Sappiamo
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gia quale ¢ il comportamento di R al variare del parametro iniziale 5: per 8 # (. la lunghezza
di correlazione ¢ finita, vale quindi il teorema del limite centrale e i punti fissi sono gaussiani.
Questi punti fissi hanno dei bacini di attrazione che devono essere separati da una superficie
critica in modo che partendo da 8 = [, si rimane su questa superficie. Questo significa che
il punto fisso sulla superficie critica deve essere attrattivo sulla superficie ma repulsivo verso
I’esterno percheé se ci si muove verso l’esterno si é catturati dai punti fissi gaussiani. Facciamo
ora una analisi molto qualitativa supponendo che sia sufficiente analizzare un numero finito di
parametri. Sia H* un elemento dello spazio delle Hamiltoniane corrispondente al punto fisso
sulla superficie critica, ottenuto partendo da una Hamiltoniana Hy(f.). Studiamo ’equazione

H = RH (10.3.1)
Iteriamo la trasformazione &k volte
H, =R'H

Trattiamo k per semplicitd come una variabile continua A che ha il ruolo del tempo per
I’evoluzione di un sistema dinamico. Sia T il generatore del gruppo di evoluzione e’ = R

Y _rH
X A

Per chiarire il fenomeno facciamo prima un esempio relativo al campo delle equazioni differenziali
ordinarie non lineari. Sia U(z,\), U(0,A) = 0 una funzione di x non lineare dipendente da

un parametro A, ad es. U(z,\) = —z(\ + ) e consideriamo 1'equazione
dx
— =—z(A+z
p (A+2)
Sia x( soluzione stazionaria, quindi esistono due soluzioni stazionarie zqg = 0 oppure x¢g = —A.

Perturbiamo la soluzione stazionaria x = xg + €y, per € < 1. Si ha

d(zo + €y)
dt

= —(zo+ey) N+ x0+ey) = —xo(A + ) — oy — ey — eyxo — g2y?

e poiche’ x €’ soluzione stazionaria si ottiene I’equazione per y

d
Z—f = —e(2zoy + y\) — 2y°.

Il termine —(2zoy + yA) € la linearizzazione di U(x, \) intorno a xg. Se xoy = 0, I'equazione
linearizzata (trascurando cioé il termine di ordine ¢) diventa

dy
27— U\
at ~ 7
la cui soluzione ¢ y = e My che mostra che xy & soluzione stabile per A > 0 e instabile per
A < 0. Se zg = — X l'equazione linearizzata diventa
dy
A
at Y
e quindi zg = — A\ diventa stabile per A < 0. In conclusione, per A > 0 l'origine é un equilibrio
stabile, mentre quando A attraversa il valore A\ = 0 appare un nuovo equilibrio stabile g = —A.
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Per linearizzare 1’equazione di punto fisso intorno al punto critico partiamo da una H molto
vicina a H*: H = H* + AH, con AH di ordine ¢, per € piccolo. Chiamiamo AH) la soluzione
ad un tempo successivo \: Hy = H* + AH). Sostituiamo nell’equazione;

d(AH
(dAA) = TLAH, + O(AH?) (10.3.2)
dove Ty, e't = Ry, & 'operatore linearizzato intorno ad H*.

Per ¢ piccolo il comportamento della perturbazione sara quello determinato da T7..
Nell’analisi lineare delle proprieta di R, quindi nello studio dell’operatore Rj linearizzato
intorno ad un punto fisso, le proprieta del punto fisso sono legate agli autovalori di T, : Ry, =

elL.

1. se il punto fisso é attrattivo tutti gli autovalori di 77, hanno parti reali negative,
2. se il punto fisso € repulsivo tutti gli autovalori di 77, hanno parti reali positive,

3. se il punto fisso & misto ci sono autovalori di 77, con parti reali negative e positive.

Nel caso dei blocchi di spin il ruolo di A é giocato da 8 e quando § attraversa il valore 3. appare
un punto fisso diverso da quello gaussiano.

Sia e; la base degli autovettori di Ty, e ¢; i corrispondenti autovalori. La perturbazione
iniziale (AHy) si pu6 decomporre sulla base degli autovalori e; di Tr: (AHo) = >, tje; da cui
(AHy) =, eMitje; (Rej = e'ie;). Supponiamo che ci sia una sola direzione instabile e; cioé
£1 > 0 e che la perturbazione iniziale sia in questa direzione, in particolare nella direzione in cui
ci si allontana dalla superficie critica. Il coefficiente ¢; deve dipendere da 8 — S, ( di ordine ¢)
perché variando 3 si esce dalla superficie critica. Possiamo scrivere per grandi A e piccoli 8 — .

log |8—Bc|
P

H)\%H*+e)\€1€1|ﬂ—ﬁc|—|—-'-: er+...

_ log|8—Bc|
I3

Il termine 7 = ha il significato fisico di tempo effettivo che la traiettoria spende

nell’intorno del punto critico. Infatti se A < 7 Pesponente nell’esponenziale e/1 =71 ¢ negativo e
la traiettoria non si allontana dal punto critico per cui la hamiltoniana non sara molto diversa
da quella critica. Per A > 7 invece si entra nel bacino di attrazione dei punti fissi gaussiani
di alta e bassa temperatura e i blocchi di spin saranno scorrelati. In conclusione, le variabili
di blocco sono correlate per 7 = —%1_6"' e scorrelate altrimenti. Poiché e’ = Ry si ha
AH, = R;*AH,, e, tornando al linguaggio delle iterazioni discrete con indice k, AH, =
RFAHy = e*=TOAHy + ..., siha che e¥ ¢ dell’ordine della dimensione dei blocchi di spin, K,
per cui si ha per K, la dimensione corrispondente al tempo critico A = 7

R=|8-6 ™ (10.3.3)

La dimensione dei blocchi di spin K ¢ tale che blocchi di dimensione piti piccola sono
correlati e quelli di dimensione piti grande sono scorrelati quindi € proporzionale alla lunghezza
di correlazione . Poiché & =~ |5 — [.|7/si ha la relazione cercata tra un esponente critico e
I'autovalore instabile di Ry.:

v=— (10.3.4)
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Capitolo 11

Dinamica dei Fluidi

(cortesia del Prof. R.Esposito)

Nella prima parte di queste note é stata formulata la La Meccanica Statistica dell’equilibrio
che ha come oggetto la comprensione delle proprieta fisiche dei sistemi costituiti da un numero
grande (N ~ 10?3) di particelle in equilibrio. In questo seconda parte saranno trattati fenomeni
di non equilibrio. Questo capitolo & dedicato alla formulazione su base fenomenologica delle
equazioni dei fluidi, le equazioni di Eulero e Navier-Stokes. Premettiamo alcune nozioni di
Meccanica dei Continui.

11.1 Nozione di sistema continuo

Supponiamo assegnato una volta per tutte un sistema di riferimento inerziale 7 rispetto al quale
valuteremo le coordinate spazio-temporali associate agli eventi relativi al sistema continuo.
Supporremo inoltre fissate delle unita di misura macroscopiche (ad esempio i centimetri ed i
secondi). Questa assunzione ¢ coerente con la necessita di caratterizzare la scala macroscopica
come quella tale che in ogni volume macroscopico, per quanto piccolo, sia contenuto un numero
enorme di molecole. In tal modo osservazioni condotte su questa scala non riescono a distinguere
I'individualita delle singole molecole ma percepiscano la distribuzione di materia come continua.

Per questa ragione diremo sistema continuo una distribuzione continua di massa in R? cioé
una distribuzione di massa tale che per ogni insieme misurabile A C R3 detta my(A) > 0
la massa contenuta nell’insieme A al tempo ¢, la misura A)m;(A) sia assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue!.

Esiste quindi una funzione p(z,t) > 0 detta densita (di massa), tale che

m(A):/Adﬂsp(a:,t). (11.1.1)

In altre parole, in ogni volume elementare dz centrato in un generico punto 2 € R? & contenuta
una massa p(x, t)dz, corrispondente alla presenza di un enorme numero di molecole nell’elemento
di volume dx. Il punto di vista continuo ignora l'individualitd di tali particelle e studia il
comportamento di questo elemento macroscopico nel suo insieme.

Una parte del sistema continuo, contenuta in un volume dx centrato intorno al punto x al
tempo t sara detta elemento materiale o particella del sistema continuo e x sara detta posizione

'Una misura A — u(A) si dice assolutamente continua rispetto alla misura A — v(A) se, per ogni insieme
misurabile A essere v(A) = 0 implica pu(A) = 0. In tal caso esiste una funzione misurabile e positiva y(z),
detta derivata di Radon Nikodym, tale che pu(A) = [, y(z)dv(z).
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della particella al tempo t. Sottolineamo ancora una volta che una particella del continuo non
deve essere confusa con una molecola, rappresentando invece un agglomerato di un numero
molto grande di molecole.

La posizione di ciascuna particella del sistema continuo varia nel tempo. Per individuare
in modo univoco ciascuna particella del sistema continuo utilizzeremo ad esempio le coordinate
X € R? della posizione occupata dalla particella al tempo ¢ = 0. Al variare del tempo ¢ inoltre
x = ®(X,t) denotera la posizione al tempo ¢ della particella che al tempo ¢t = 0 si trovava in
X. La funzione X)®(X,t) ¢ quindi tale che

®(X,0) = X. (11.1.2)

Assumeremo che la funzione ® sia differenziabile rispetto ad X et e che, per ogni ¢, sia invertibile
come funzione di X. Esiste cioé una funzione z)®~1(x,t) tale che

O(@ N (x,t),t) =2 VrecR> (11.1.3)

Questa assunzione, che implica che ciascuna particella (macroscopica) mantiene la sua indivi-
dualita nel corso del tempo, traduce il fatto che due distinti elementi materiali non possono
mai occupare la stessa posizione (impenetrabilita dei corpi). Le condizioni di regolaritd sono
essenziali agli sviluppi futuri e il loro venir meno corrisponde al verificarsi di fenomeni per i
quali il modello che ci accingiamo a formulare diviene inadeguato. Ogni funzione regolare (in
un senso che verra specificato pit avanti) (X, t))® (X, ¢) soddisfacente le suddette proprieta sara
detta un moto o un flusso del sistema continuo.

L’invertibilita di ® mostra che possiamo indifferentemente individuare la generica particella
del sistema continuo mediante le sue coordinate X all’istante iniziale oppure mediante le sue
coordinate = al tempo t. La descrizione in termini delle X ¢ detta descrizione Lagrangiana
mentre quella in termini delle x & detta descrizione Euleriana.

Si consideri ora la matrice F' = Vx® di componenti

9%, (X, 1)

E7j(X7t): 0xX.
J

i,7=1,...,3. (11.1.4)

La matrice F', che prende il nome di gradiente di deformazione, si riduce all’identita per
t = 0 in conseguenza di (11.1.2). Si assumera, conformemente all’ipotesi di invertibilita di ®
che F' sia non singolare per ogni X e t e che

det F(X,t) #0 Y(X,1).

Per ogni X fissato la curva t)®(X,t) si dice traiettoria della particella X. La velocita e
I’accelerazione della particella X al tempo ¢ sono date ovviamente dalle espressioni
0P(X,t)

X ) = =2 alX,e)

_0*(X, 1)

o (11.1.5)

I campi vettoriali X)u(X,t) e X)a(X,t) sono detti rispettivamente campo di velocita La-
grangiano ed campo di accelerazione Lagrangiano al tempo t.

Si supponga ora fissato il punto z e si denotino con u(z,t) ed a(z,t) la velocita e I'accele-
razione della particella che transita per z al tempo ¢:

u(z,t) = w(@ x,t),t), alz,t)=a(® (z,1),1). (11.1.6)
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I campi vettoriali z)u(x,t) ed z)a(x,t) sono detti rispettivamente campo di velocita Eule-
riano (o semplicemente campo di velocita) e campo di accelerazione Euleriano (o semplicemente
campo di accelerazione) al tempo t.

Dalle definizioni suddette segue che

0
EQ(X’ t) =u(®(X,1),t). (11.1.7)
Quando il campo di velocita Euleriano u(z,t) & noto, questa equazione, insieme alla condizione
(11.1.2) puo essere interpretato, come un problema ai valori iniziali nell’incognita ¢)® (X, ).

La relazione tra i campi di velocita ed accelerazione Lagrangiani ed Euleriani vale pia in
generale per una qualunque osservabile “Euleriana g(x,t), (cioé¢ un’osservabile misurata nel-
I’ambito di una descrizione Euleriana) e la sua corrispondente osservabile “Lagrangiana"g( X, t)
(cioé la medesima osservabile misurata nella descrizione Lagrangiana). Esa ¢ data da

g(X,t) = g(®(X,1t),1t), g(z,t) = §g(® Yz, 1), 1), (11.1.8)

che estende in modo ovvio la (11.1.6):

u(z,t) = a(® Lz, t),t) = %—f(@‘l(x,t),t), (X, t) = u(®(X,1),t) (11.1.9)
© o 0?® 5
ale,t) = @@ (@, 0),1) = S (@7 (@, 0),0), a(X,1) = a(®(X,1),1) (11.1.10)

Notiamo che tra le derivate temporali di un’osservabile Lagrangiana ed Euleriana sussiste
la seguente relazione:

0 . 0

quando z ed X sono legati dalla relazione x = ®(X, t). Per ottenere la relazione (11.1.11) basta
differenziare la prima delle (11.1.8) con la regola di derivazione delle funzioni composte,

_ dg(x,t)

9 9g(®(X, 1), t)
ot [T

Za(X. 1) =

9D (X, t)
ot

+ ng(l', t) :

T

e usare la prima delle (11.1.9).

La combinazione di derivate che appare nel membro destro della (11.1.11) rappresenta la
derivazione lungo la traiettoria di una fissata particella del sistema e prende il nome di derivata
sostanziale. Per indicarla si usa il simbolo

D
= = t) - V.
Dt~ |, + u(z,t) -V
In particolare, per g(z,t) = u(z,t) si ottiene
t D
a(x,t) = du(z, ) +u(z,t) - Vou(z,t) = —u(a:,t). (11.1.12)

ot Dt

Una famiglia {A4; C R3 |t € [0,#]} di sottoinsiemi di R3 si dice volume materiale se per ogni
t € [0,¢], per ogni x € A; risulta x = ®(X,t) per qualche X € Ag. In altri termini, un volume
materiale € un volume che si muove insieme con il sistema continuo.
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Nella formulazione delle equazioni del moto per i sistemi continui saremo interessati a
considerare quantita che si esprimono come integrali di osservabili su volumi materiali, della

/At drg(z,t)

e a valutarne la loro derivata temporale. Proviamo a questo scopo il seguente

forma

Teorema 11.1.1 (del trasporto). : Se g ed u sono differenziabili in Ay, per t € [0,t] e ® ¢
regolare, allora

d

Dg )
— d t) = de | — d t). 11.1.1
i [ o = [ e | B0 g diva] (111.13)

Osservazione 11.1.1. [l teorema del trasporto nel caso g = 1 si riduce al calcolo della derivata
temporale di un volume materiale ed il risultato € quello stabilito nel lemma preliminare alla
dimostrazione del teorema di Liouville per i sistemi Hamiltoniani.

Dimostrazione. La dimostrazione si basa sul passaggio da variabili Euleriane a variabili Lagran-
giane. Si usa cioé la rappresentazione

/dxg(x,t):/ dXJ(X,t)g(X, 1), (11.1.14)
Ay Ao

ove

J(X,t) = |det F(X, ).

Differenziando la relazione (11.1.14) rispetto al tempo ed usando la 11.1.11 si ottiene

d oJ(X,t g(X,t
L gty = / ax 2T Xt oy +/ ax7x,n 200 s
dt J 4, Ao ot Ao ot
dJ(X,t) Dg(z,t)
= dX——g(X,t de———"= 11.1.16
[ xS+ [ (11.1.16)
Per concludere la prova basta far vedere che risulta
aJ(X,t
(Bt’) = J(X,t) div u(®(X,t),1) (11.1.17)

Per provare la (11.1.17), osserviamo anzitutto che, poiché det F'(X,0) = 1 e la matrice F' non
é singolare per ogni ¢, per continuita det F' > 0 e quindi il valore assoluto ¢ irrilevante. D’altra
parte, per la 11.1.7

t
(X, t)=X +/ dsu(®(X,s),s).
0
Differenziando rispetto ad X si ottiene
t
FX 1) = T+ / sV, u((X, ), 5)F(X, 5),
0

ove

3 ou;
VIEUFZ ;= ! -
Pertanto BF(X. ¢
5%7) = V,u(®(X,t),t)F(X,t) (11.1.18)
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Ricordando infine che la derivata di un determinante ¢ data da una somma di determinanti
di matrici che sono ottenute sostituendo di volta in volta ad una colonna la sua derivata e
lasciando inalterate le altre, si ottiene

8J (X, 1)

3
T > det FO(X, 1),

=1

dove F(®) & ottenuto sostituendo l'i-esima colonna di F con la sua derivata temporale. Dall’e-
spressione della derivata temporale di F' si ottiene allora

; ou;
) — 27
det

det F

T

in quanto i contributi con k£ # 4 annullano i rispettivi determinanti. La (11.1.17) ¢ allora
dimostrata e con essa il teorema del trasporto. O

Passeremo ora a formulare le leggi fondamentali della Meccanica dei sistemi continui.
11.2 Conservazione della massa

Ricordiamo che la distribuzione di massa & caratterizzata dalla densita p(x,t) > 0 e che per
ogni insieme misurabile A la quantita

mi(4) = [ doplat)

rappresenta la massa contenuta nell’insieme A.
La legge di conservazione della massa stabilisce che non vi é creazione o distruzione di massa
e, in altri termini, in un volume materiale { A; |t € [0,7]} la massa é costante. Si assume quindi

d
Zmi(Ar) =0 (11.2.1)

per ogni t e per ogni volume materiale. Poiché la funzione p é assunta differenziabile, utilizzando
il teorema del trasporto, otteniamo

D
/ dz [p(x, t) + p(x,t) div u(z,t)| = 0.
L D

Questa equazione é valida qualunque sia il volume materiale A;. In conseguenza risulta

D
Ep(:n,t) + p(z,t) div u(z,t) = 0. (11.2.2)

Ricordando la definizione di derivata sostanziale, la precedente equazione si scrive anche

%p+ div [pu] = 0. (11.2.3)

L’equazione (11.2.3) prende il nome di equazione di continuita. La sua validita & legata
esclusivamente alla conservazione della massa e viene assunta in tutti i modelli che escludono
la presenza di reazioni chimiche.
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Al fine di fornire un’interpretazione dell’equazione di continuita, consideriamo pit in generale
una funzione differenziabile ¢ (z, t) per la quale esista un campo vettoriale differenziabile jy(z,t)
tale che risulti

0
a0+ div [jg] =0. (11.2.4)

Quando la (11.2.4) ¢ verificata, si dice che la funzione v soddisfa una legge di conservazione.
Consideriamo un insieme misurabile A fissato (non materiale) con frontiera regolare dA.
Integrando la 11.2.4 sull’insieme A si ottiene allora

8/ dzxi(x,t) +/ dx div jy(z,t) = 0.
ot Ja A

Per il teorema di Gauss, stanti le ipotesi di regolarita fatte, risulta

/Ad:r: div jy(z,t) = /aA do(z)jy(z,t) - n(z)

dove n(z) rappresenta la normale esterna alla superficie 0A nel punto = e do(x) & la misura
sulla superficie A indotta dalla misura di Lebesgue. In conseguenza di cid, per ogni insieme
A dotato di frontiera regolare risulta

d .
7 /Adxw(x,t) =— /8A do(x)jy(x,t) - n(x). (11.2.5)

L’equazione (11.2.5) mostra che la variazione nel tempo dell’integrale della funzione 1 sul-
Iinsieme A é dovuta esclusivamente a fenomeni di trasferimento che avvengono sulla frontiera
di A: non vi sono fenomeni di creazione o distruzione di v nei punti interni di A. Inoltre
I'integrale di 1 decresce quando j, forma un angolo acuto con la normale esterna a A, cio¢
¢ diretto verso 'esterno di A, mentre cresce nel caso opposto. Per questa ragione il campo
vettoriale jy, ¢ detto corrente di 1. Le considerazioni suddette giustificano il nome di legge di
conservazione dato all’equazione (11.2.4) e forniscono un’interpretazione del campo vettoriale
Ju- In particolare, I’equazione di continuita ¢ la legge di conservazione per la densita p e la
corrente j, = pu € detta corrente di massa.

Osservazione 11.2.1. Se la funzione g del teorema del trasporto pud scriversi come g = p
con Y differenziabile, allora per ’equazione di continuita , il teorema del trasporto assume la
sequente forma pid semplice:

d D
— d = drp—1). 11.2.6
i), xptp /At Tp ¥ ( )
Basta infatti osservare che
D . D D _ D
E(Pd’) + pY div vu = Pﬁl/f + T/J[EP +p div Ju] = PEW

Osservazione 11.2.2. La conservazione della massa fornisce la sequente relazione tra la densita
al tempo t = 0 e quella all’istante generico:

p(B(X,1),1)J (X, 1) = p(X,0). (11.2.7)

Infatti, la costanza di me(Ay) implica my(Az) = mo(Ag) per ogni A C R? e cioé

/A daplat) = /A 0 dX p(X,0).
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Riscrivendo il primo integrale in termini delle coordinate Lagrangiane X si ottiene

/dzp(x,t):/ dXJ(X,t)p(®(X,1),t)
Ay Ag

e quindi
/ X J (X, )p(B(X, 1), 1) = / X p(X,0). (11.2.8)
Ao Ao
L’arbitrarieta di Ay implica la (11.2.7).
L’equazione (11.2.7) che esprime la conservazione della massa in forma Lagrangiana, é detta
anche equazione di continuita Lagrangiana.

11.3 Bilancio dell’impulso (equazione di Newton).

La massa p(z,t)dz contenuta al tempo ¢ in un volumetto dz centrato nel punto z si muove con
velocita u(z,t). L’'impulso ad essa associato ¢ p(x,t)u(x,t)dz. Per questa ragione, per ogni
A C R? si dice @mpulso di A al tempo t il vettore

Pt(A):/Ade’p(:U,t)u(:U,t).

Denoteremo inoltre con Fy(A) il risultante di tutte le forze agenti su A al tempo t. In analogia
con la prima equazione cardinale della Meccanica, si assume la seguente legge di bilancio del-
Itmpulso: per ogni volume materiale {A; |t € [0.t]}, la derivata temporale dell’impulso P;(A;)
é pari al risultante Fy(A;) delle forze agenti su A;. In formule:

d
%Pt(At) = Fy(Ar) (11.3.1)

per ogni volume materiale.

Occorre ora formulare delle assunzioni sulla natura delle forze agenti su ciascuna parte A
del sistema continuo. Si assume che le forze agenti su A siano di due tipi: un primo tipo, il
cui risultante si denota con Ftv (A), rappresenta le azioni che vengono esercitate dall’esterno su
tutte le particelle di A. Un esempio di forza di questo tipo é 'attrazione di gravita. La forza
FY(A) ¢ detta forza di volume e si assume che essa sia assolutamente continua rispetto alla
massa, e cioé che esista un campo vettoriale b(x,t) regolare, detto forza specifica (o forza per
unita di massa) tale che

FY(A) = / dp(, 1)b(x, 1), (11.3.2)
A

La funzione b(x,t), rappresentando le forze agenti dall’esterno, si supporra nota ed in
particolare, sara nulla per i sistemi isolati.

Le forze del secondo tipo, il cui risultante si denota con Fts (A), rappresenta l’azione delle
altre parti del sistema sulla parte A. Si suppone che queste forze siano a corto raggio e che si
esplichino soltanto sulla frontiera 9A di A. Pertanto F;(A) é assunta assolutamente continua
rispetto alla superficie di A e cioé si suppone che esista una funzione vettoriale regolare p(z, n,t),
detta sforzo specifico agente in x al tempo t su una superficie unitaria di normale n = n(x),
tale che

FS(4) = /M do(2) oz, £, n(x)). (11.3.3)
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L’ipotesi (11.3.3) & nota come ipotesi di Eulero-Cauchy sugli sforzi.
In conseguenza di queste assunzioni, ricordando inoltre il teorema del trasporto (11.2.6), la
legge di bilancio dell’impulso si scrive

/At da:p(x,t)%u(x,t) = /At dzp(z,t)b(x,t) + /8At do(z)p(z,t,n(x)). (11.3.4)

Una prima conseguenza della (11.3.4) ¢ il teorema di Cauchy sugli sforzi che stabilisce che
la dipendenza dello sforzo specifico ¢ dalla direzione n & necessariamente lineare.

Teorema 11.3.1 (di Cauchy). Esiste un campo di matrici
S(x,t) = (Sij(x,t),4,j=1,...,3)
tale che
o(x,t,n) = S(z,t)n, (11.3.5)
e in terming di componenti,

i(z, t,n) = Z Sij(x, t)n;.

Jj=1

Il campo di matrici S & detto tensore degli sforzi (Non discuteremo il carattere tensoriale di
questa quantita , peraltro ovvio al lettore familiare con la nozione di tensore.)

Dimostrazione. Osserviamo che, se A7 ¢ una famiglia di volumi materiali tale che

| Af
oA

e

=0,

ove |A| denota il volume di A e |0A| denota la superficie di JA, allora

. 1
21_13(1) 047 o do(z)p(x,t,n(x)) = 0. (11.3.6)

Infatti, applicando la (11.3.4) al volume materiale A;, notando che, se p, b e Du/Dt sono

regolari,
D
/ dep—u| < C|Ag], / dzpb| < C|A{]|
Az Dt Az
e dividendo per |0A| si ottiene la (11.3.6).
In conseguenza di (11.3.6) si ha
p(x,t,—n) = —p(z,t,n) (11.3.7)

che rappresenta il principio di azione e reazione per gli sforzi. Per dimostrare la (11.3.7),
basta applicare la (11.3.6) ad una regione cilindrica (Il cilindro non ha frontiera regolare, ma
basta ammorbidire gli spigoli corrispondenti al contatto tra le superfici di base e la superficie
laterale per dare senso all’argomento che segue.)

C centrata in x, le cui basi, di raggio €, siano perpendicolari ad n e la cui altezza sia €.
La frontiera di questa regione ¢ allora costituita dall’unione dei cerchi C; e Cy le cui normali

esterne sono rispettivamente n e —n e dalla superficie laterale 3. Si ha

/C 901('%7 t, n)do*(:L‘) = 7-‘—62(9075(517 t, n) + 901'(5% t, _n)) + 271—539075(5)\37 t, _n3)>
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dove &, sono punti opportuni in C per o = 1,2, mentre &3 ed ng sono un punto opportuno
ed una direzione opportuna su ¥. Dividendo per €2, prendendo il limite ¢ — 0, ed usando la
(11.3.6), per la continuita di ¢ si ottiene la (11.3.7).

La dimostrazione del teorema di Cauchy segue la stessa logica ma richiede 'uso di una
regione pit complicata. Per costruire questa regione, che si denotera con T, detta tetraedro
di Cauchy (Anche in questo caso, per ottenere una regione dotata di frontiera regolare occorre
ammorbidire gli spigoli ed i vertici.), supponiamo che n non sia parallelo a nessun piano coordi-
nato e consideriamo nel punto x tre rette r;, ¢ = 1,...,3 parallele agli assi coordinati ed il piano
perpendicolare ad n posto a distanza € da x in modo tale che le intersezioni x; di questo piano
con le rette r; ed il punto x costituiscano i vertici di un tetraedro 7 e n sia la normale esterna
alla faccia 3y di T non parallela ai piani coordinati. Denoteremo inoltre con ¥; ;i =1,...,3 le
facce parallele ai piani coordinati ed aventi come normali esterne gli opposti dei vettori di base,
—e;. Per costruzione se n; sono le componenti di n, si ha

%51 = Inj[%ol-
Pertanto, |07 | = |Xo|(1 + Z§:1 Inj|) = O(e?), mentre ovviamente | 7] = O(e3). Con lo stesso
argomento usato in precedenza si ottiene allora

3

Pz, t,n) + D (x,t,—e;)n;| = 0.
j=1

Sen; >0 per j =1,...,3, la precedente relazione implica

3

o(x,t,n) =Y @lx,t,e)n;

i=1

che coincide con la tesi del teorema di Cauchy quando si pone
S@j(.%', t) = (pi<3?, t, ej).

In pratica le S; ;, al variare di ¢ rappresentano le componenti dello sforzo su una superficie per x
parallela al piano coordinato di normale e;. Nel caso che qualcuno degli n; sia negativo, basta
sostituire il corrispondente vettore di base con il suo opposto per ottenere il risultato.

Infine, se n é parallelo ad un piano coordinato il risultato segue per continuitd da quanto
dimostrato. O

Il teorema di Cauchy consente di esprimere le forze di superficie in termini di un integrale
di volume mediante il teorema di Gauss:

FS(A) = /BA do(x)p(z,t,n(x)) = /8A do(x)S(z,t)n(z) = / dx div S(z,t),

A
ove
. 95i;
[ div S(z,t)]; = Z o, (z,1).
j=1
Il bilancio dell’impulso diviene cosi
D .
/ drp(z,t)—u(z,t) = / dxp(x,t)b(x,t) —|—/ dx div S(z,t). (11.3.8)
Ay Dt Ay Ay
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e Parbitrarieta della regione A; comporta

D
p(w,t)ﬁu(x,t) = div S(z,t) + p(z,t)b(x, 1), (11.3.9)
che & detta legge di bilancio locale dell’impulso. Ricordando la definizione di Du/Dt, 'equazione

11.3.9 si scrive anche
ou

Pot
ove si ¢ usata la notazione abbreviata (u-V,)g = Z?:1 u;0y,g. Ricordando anche l’equazione
di continuita , il bilancio locale dell’'impulso pud anche scriversi nella forma

+p(u-Vy)u= div S + pb, (11.3.10)

3

Or(pus) + > Ou, [pusur — Si) = pbi, i=1,...,3. (11.3.11)
k=1

Introducendo poi la matrice u ® u di componenti
(u®u)ij = uiuj,i,j=1,...,3
che si legge “u tensore u”, la (11.3.11) puo essere scritta pit brevemente
O (pu) + div [pu®u — S| = pb. (11.3.12)

Nel caso b = 0 (sistema isolato) la (11.3.11) mostra che l’i-esima componente dell’impulso
soddisfa una legge di conservazione e la corrente corrispondente ¢ data dal vettore j,,, la cui
k-esima componente &

(]pul)k = puuE — Sz’,kz-

11.4 Bilancio del momento angolare.

Come in Meccanica, anche in Dinamica dei fluidi, a fianco della prima equazione cardinale, che
traduce il bilancio dell’impulso, vi & una seconda equazione che traduce il bilancio del momento
angolare. Per stabilirla definiamo momento angolare di A al tempo t la quantita

Ki(A) = /Ad:vp(:u,t)[:c Au(z,t)],

avendo fissato una volta per tutte il polo nell’origine. Definiamo inoltre momento delle forze di
superficie la quantita

MEA) = [ do(@)e A gl tin@)
0A
e momento delle forze di volume la quantita
MY (4) = [ dapl. )l 7 b, 1)
A

La legge di bilancio del momento angolare stabilisce che per ogni volume materiale A; risulta

%Kt(At) = MP(A) + M) (A). (11.4.1)
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Usando il teorema del trasporto e ricordando che Dz/Dt = u e che u A u = 0, otteniamo grazie
al teorema di Cauchy

D
/At plx,t)x A Eu(a:,t) = /BAt do(x)[z A (S(x,t)n(x))] + /At dzxp(x,t)[z Ab(x,t)]. (11.4.2)

Il teorema di Gauss implica

/ do(2)[z A (S(z, )n(z))] = / dz div [z A S,
OA; Ay

3 3
(div [z AS)e= > etmilulemSik] = (@A div )+ Y erpiSix
kym,i=1 i k=1

Sostituendo queste relazioni nella (11.4.2), la legge locale di bilancio dell’impulso implica, per
Parbitrarieta di Ay,

3
D eriSik =0,
i k=1

relazione che ¢ verificata se e solo se
Sik = Ski, Vi,k=1,...,3, ovvero ST =g (11.4.3)

In conclusione, se vale il bilancio dell’impulso in forma locale, il bilancio del momento angolare
& equivalente all’assunzione che il tensore degli sforzi é una matrice simmetrica.

11.5 Bilancio dell’energia (prima legge della Termodinamica).

Come in Meccanica il bilancio dell’energia gioca un ruolo fondamentale nella Dinamica dei
fluidi. Poiché un sistema continuo € soggetto, oltre che a fenomeni meccanici, anche a fenomeni
termici, la formulazione della legge di bilancio dell’energia va generalizzata in analogia a quanto
si fa in Termodinamica.

Definiamo energia cinetica di A al tempo t la quantita

cin 1
B (A) = / da = p(z, t)u(z, t)2.
4 2
Si definisce potenza delle forze superficiali agenti su A al tempo t la quantita
PS(A) = / do(z)u(z, 1) - S(z, )n(z).
0A
Si definisce potenza delle forze di volume agenti su A al tempo t la quantita
PY(A) = / dpl(, yu(, 1) - b, 1).
A

In assenza di fenomeni termici il bilancio dell’energia stabilirebbe I'uguaglianza

d cin
ZE(A) = PP (A4) + P (A).

Tuttavia, quando i fenomeni termici sono rilevanti, la relazione precedente & falsa. La Termo-
dinamica suggerisce 'introduzione, a fianco dell’energia cinetica, di un’altra forma di energia,
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. N int P N
detta energia interna, che verra denotata con Et( )(A). L’energia interna ¢ assunta assolu-
tamente continua rispetto alla massa, nel senso che esiste una funzione regolare e(x,t) detta
energia interna specifica, tale che

E§int)(A):/Ada:p(x,t)e(x,t).

Occorre introdurre inoltre la potenza termica fornita ad A al tempo t, che si denota con Q¢(A).
In analogia a quanto fatto per la forza, si suppone che la potenza termica derivi da due tipi di
contributi: uno, Q) (A) assolutamente continuo rispetto alla massa, che tiene conto di eventuali
trasferimenti di calore per irraggiamento, tale che esiste r(z,t) regolare, detta potenza termica
specifica in modo che

QY (A) = / dzxp(z,t)r(z,t).

A

L’altro contributo, Q7 (A) che tiene conto di fenomeni di conduzione termica, & assunto asso-
lutamente continuo rispetto alla superficie di A e quindi esiste una funzione regolare h(z,t,n)
detta flusso termico attraverso una superficie unitaria passante per x di normale n tale che

QtS(A) = /8A do(z)h(z,t,n(x)).

Il principio dv bilancio dell’energia o prima legge della Termodinamica stabilisce allora che per
ogni volume materiale A; risulta

d

(BT A + B (40) = PI(A) + Q7 (A) + PV (A) + QY (A). (11.5.1)
Usando il teorema del trasporto, possiamo riscrivere la 11.5.1 come
dep—[su*+¢€] = do(z)(u-Sn+h)+ [ dxp(u-b+r1). (11.5.2)
A, Dt2 0A; Ay

La prima conseguenza della (11.5.2) & l'analogo del teorema di Cauchy per il flusso termico:
esiste un campo vettoriale regolare q(x,t) detto vettore flusso di calore, tale che

h(z,t,n) = —q(x,t)-n (11.5.3)

Il segno nella precedente relazione é fissato in modo che, quando ¢ forma un angolo acuto con
la normale esterna, I’energia del sistema diminuisca e cioé vi sia un flusso di energia termica da
A verso 'esterno. In tal modo ¢ ¢é effettivamente diretto concordemente al verso in cui fluisce
I’energia.

Ricordando la definizione di D/Dt e usando larbitrarieta di A¢, la (11.5.2) implica

1 1
p@t[iuz +e] +p(u-Vy) [§u2 +e] = divu-S—ql+plu-b+r], (11.5.4)
ove
3
div [u-S] = > OpuiSip =u- div S+ Tr(V,uS),
ik=1

e Tr (V,uS) é la traccia del prodotto tra matrici V, uS:

3
Tr (VyusS) = Z O, i Si -
ik—1
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Si noti che, per la simmetria di S 'ordine degli indici nella matrice V,u é irrilevante. Usando
il bilancio locale dell'impulso e I'arbitrarieta di A, la (11.5.3) si scrive anche

D

pji =Tr(V,uS) — div ¢+ pr. (11.5.5)
che rappresenta il bilancio locale dell’energia. Un’altra utile forma dell’equazione di bilancio
dell’energia si ottiene dalla (11.5.2) utilizzando I’equazione di continuita. Infattila (11.5.2) puo
essere scritta anche nella forma

u? u?
O [p(? +e)] + div [pu(? +e) —Su+q|] =p(u-b+r). (11.5.6)

Quando b =0 e r = 0 (sistema isolato) allora la 11.5.6 si presenta nella forma di una legge
di conservazione per la densita di energia p(%2 + e), la cui corrente jg € data da

u2
jE:p(?_"C)U—SU‘f‘q.

Riassumendo, i moti di un sistema continuo soddisfano un sistema di equazioni locali della
forma

op+u-Vyp+pdivu=0,
p(Ou +u - Vyu) = div S + pb,
p(Oe +u - Vge) = Tr (VzuS) — div g + pr. (11.5.7)

che rappresentano le leggi di bilancio della massa, dell'impulso e dell’energia. Una forma
alternativa di queste equazioni che spesso risulta utile &

Op + div [pu] =0,

O (pu) + div [pu ® u — S| = pb,
2 2
O [,0(% +e€)] + div [pu(% +e)—Su+q]=plu-b+r). (11.5.8)

Per i sistemi isolati (b =0, r = 0) le equazioni 11.5.8 divengono

Op + div [pu] = 0,

O (pu) + div [pu@u— S| =0,
2 2
Orlp (5 +€)] +div [pu(S +€) = Su+q] =0. (11.5.9)

Esse rappresentano un sistema di cinque leggi di conservazione.

E opportuno notare che le equazioni ottenute in una delle forme suddette (11.5.7) o (11.5.8),
sono valide per un qualsiasi sistema continuo, ma contengono un numero eccessivo di funzioni
incognite per poter essere effettivamente sufficienti alla determinazione dell’evoluzione del si-
stema. In esse infatti appaiono le funzioni p, u, e, S e q, per un totaledi 1+3+1+6+3 =14
funzioni incognite, avendo supposto dati b e . La discussione precedente infatti si limita a
stabilire I'esistenza di tali funzioni ma non fornisce nessun metodo per determinarle. E evi-
dente che occorre stabilire delle relazioni tra le incognite in modo da ridurre il loro numero
a cinque, quante sono le equazioni. Queste relazioni, dette equazioni costitutive, a differenza
dalle equazioni di bilancio, non sono di validita generale, ma dipendono dal modello di sistema
continuo che si intende studiare.

148



11.6 Fluido ideale (o di Eulero)

I modelli di sistema continuo di cui ci occuperemo saranno esclusivamente i fluidi. La
nozione intuitiva di fluido ¢ evidente. Non forniremo qui definizioni generali di fluidi ma ci
limiteremo a dare una caratterizzazione sufficiente per i nostri propositi.

Cominciamo con il definire stato di equilibrio di un sistema continuo uno stato del sistema
che, assunto inizialmente, persiste indefinitamente nel tempo. Uno stato di equilibrio € neces-
sariamente uno stato in cui non vi ¢ moto (u = 0), non vi ¢ flusso di calore (¢ = 0) e tutte le
altre quantita (p, e e S) non dipendono dal tempo. Lo studio di questi stati & usualmente detto
Idrostatica.

Diremo poi che il sistema non esplica sforzi di taglio se lo sforzo specifico ¢(x, t, n) esercitato
dal sistema sulla superficie ¥ di normale n non ha componenti tangenziali a ¥ (sforzi di taglio) e
cio¢ ¢ puramente normale. Quando cio si verifica, per il teorema di Cauchy, esiste una funzione
reale regolare p(z,t) tale che

o(z,t,n) = —p(x,t)n (11.6.1)

Il campo p(z,t) & detto pressione.

Definizione Un sistema continuo & un fluido quando in (equilibrio) esso non esplica sforzi di
taglio.

Questa definizione traduce la nota proprieta idrostatica dei fluidi di non essere in grado
di conservare la forma. Infatti, per alterare localmente la forma di un corpo supponiamo di
applicare una forza non normale alla superficie del corpo. A tale forza un fluido in equilibrio
non ¢ in grado di reagire per definizione di fluido e quindi la forma del fluido pu6 essere alterata
arbitrariamente

Denotata con S(©) la determinazione del tensore degli sforzi all’equilibrio, in modo che in

ogni altro stato risulti
S=5€ 4N, (11.6.2)

ove N rappresenta la deviazione del tensore degli sforzi dalla sua determinazione idrostatica,

in un fluido risulta allora

S\ = —psi ;. (11.6.3)

La definizione data di fluido stabilisce in sostanza che un fluido in condizioni idrostatiche
puo esplicare soltanto pressioni.

Il fluido ideale é caratterizzato dalle seguenti proprieta:
1. 4l fluido ideale non & in grado di esplicare sforzi di taglio,
2. il fluido ideale mon é conduttore di calore.

La condizione 1) vuol dire che 'assenza di sforzi di taglio non é ristretta soltanto alle situazioni
idrostatiche ma si presenta in tutti gli stati del fluido ideale. Pertanto per un fluido ideale

N = 0, SiJ == —péi,j (1164)

La condizione 2) equivale ad assumere che non vi sia flusso di calore anche fuori dall’equilibrio
(fluido termicamente isolante):
qg=0. (11.6.5)



Le assunzioni 1) e 2) riducono le incognite per un fluido ideale a p, u, p ed e per un totale di
143+ 141 =6, e cioé una in pin rispetto alle equazioni disponibili. Questa indeterminazione
residua non é sorprendente in quanto, come sappiamo dalla Termodinamica, la natura di uno
specifico fluido é determinata quando sia assegnata la sua equazione di stato, cioé una funzione
regolare p(p, e) tale che per ogni x e t la pressione sia data dalla relazione

p=D(pe). (11.6.6)

In realta spesso risulta conveniente utilizzare, in luogo della variabile indipendente e un’altra
variabile di pit immediata interpretazione empirica, cioé la temperatura assoluta T(x,t) > 0.
In tal caso, la Termodinamica fornisce due funzioni regolari p(p,T) e é(p,T) in modo che per
ogni x e t 'energia interna specifica e la pressione siano date dalle relazioni

e(x,t) =é(p(x,1), T(z,1),  plx,t) =p(p(x,1), T(z,1)). (11.6.7)
Utilizzando le precedenti assunzioni nelle (11.5.7) e (11.5.8), si ottengono le equazioni

Op+u-Vep+pdivu=0,
p(Opu +u - Vau) + Vap(p, T) = pb,
p(0e(p, T) +u-Vyé(p,T))+p(p,T) div u = pr. (11.6.8)

Equivalentemente

Op + div [pu] =0,
di(pu) + div [pu® u+ p(p, T)T] = pb,

2 2
O [p(% +é(p,T))] + div [pu(% +é(p, T)+p(p,T))] =plu-b+r). (11.6.9)
Le equazioni (11.6.9) appaiono come un sistema di cinque equazioni differenziali a derivate
parziali nelle cinque funzioni incognite p, u e T. Nel caso r = 0 e b = 0 esse rappresentano
un sistema di cinque leggi di conservazione. Ai due precedenti sistemi di equazioni viene dato
il nome di equazioni di Eulero per un fluido ideale. Nel seguito ometteremo la tilde usata per
distinguere le funzioni che esprimono le equazioni di stato dai corrispondenti valori.

(Fluido perfetto).

Come in Termodinamica il gas perfetto gioca un ruolo privilegiato per la sua semplicita ,
cosi in Dinamica dei fluidi un ruolo privilegiato é giocato dal fluido perfetto, caratterizzato
dall’equazione di stato dei gas perfetti e dalla linearita della funzione che esprime l’energia
interna specifica in termini della temperatura. Infatti, diremo fluido perfetto un fluido ideale
tale che

p = RpT, e=c,T. (11.6.10)

la costante R prende il nome di costante dei gas perfetti mentre
3
Cy = §R (11.6.11)

é il cosiddetto calore specifico a volume costante. Con un’opportuna scelta delle unita di
misura ci si pud sempre ridurre al caso R = 1, in corrispondenza del quale ¢, = 3/2. Nel
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seguito supporremo di aver fissato unita di misura tali che la costante dei gas perfetti si riduce
all’unita . Le equazioni di Fulero per un fluido perfetto si scrivono

Op+u-Vyp+pdivu=0,
p(Owu+ u - Vyu) + Vip = pb,

3
ip(f)tT +u-V,T)+pdivu=pr, (11.6.12)
Equivalentemente
Op + div [pu] =0,
O(pu) + div [pu R u +p][] = pb,
u? 3 ) u? 5
Oy [p(? + §T)} + div [pu(? + §T)} =p(u-b+r). (11.6.13)
con
p=pT. (11.6.14)

Una notevole proprieta del fluido ideale, che segue dalle 11.6.12 é la seguente: si ponga

P
s(p,T) = — log [W] . (11.6.15)
Risulta allora
Ds 1Dp 31DT 1 /p .. 3 DT T
Ds _(_1Dp 31D 1 (p Sl I 11.6.16
Dt < o Dt 2TDt> T<p lvu+2Dt> T ( )

Per ottenere 'equazione (11.6.16) basta differenziare la (11.6.15), sostituire la Dp/Dt usando
I'equazione di continuita, usare le (11.6.10) ed infine 'ultima delle (11.6.12).

La quantita s ¢ denominata entropia specifica (termodinamica). La giustificazione di tale
nome richiederebbe 'introduzione di un contesto pit generale, nel quale la (11.6.16) & sostituita
da una disuguaglianza (disuguaglianza di Clausius-Duhem) che esprime la seconda legge della
Termodinamica e che, per sistemi reversibili si riduce all’'uguaglianza

Ds De
Tp— = p di —.
Ppr PV UT P,

Non discuteremo tale aspetto in queste note. Osserviamo soltanto che, nell’ambito della

Teoria cinetica dei gas, la (11.6.16) ¢ conseguenza del Teorema H di Boltzmann.

(11.6.17)

La (11.6.16) puo sostituire la terza delle equazioni (11.6.12), in quanto & ad essa equivalente.
E a volte conveniente considerare, in luogo di tale sistema, il sistema

Op+u-Vyp+pdivu=0,
p(Ou+ u - Vau) + Vep = pb,
Os(p,T) +u- Vas(p,T)) = % (11.6.18)
In particolare, nel caso di sistemi in cui 7 = 0 (assenza di irraggiamento), ne consegue che
Uentropia specifica & costante lungo le traiettorie delle particelle di un fluido perfetto. Inoltre,
se 1 dati iniziali sono tali che 'entropia al tempo ¢t = 0 & costante (so(X) = s¢), allora tale &
anche l'entropia specifica all’istante generico ¢t. In conseguenza di cio si ottiene la relazione

T3/2
— = exp[so],
p
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che permette di esprimere T in funzione di p:

250
T = p*? eXP[?]

Utilizzando questa relazione nell’equazione di stato si ottiene allora
p= Bp”, (11.6.19)

con 5 9
o E?zzexp[4§9L (11.6.20)

In queste condizioni le prime due equazioni (11.6.18) o (11.6.13) diventano un sistema di
quattro equazioni nelle quattro incognite p ed u completamente disaccoppiato dall’equazione
per 'energia o da quella per I’entropia. Esse si scrivono

’y:

op+u-Vep+pdivu =0,
p(Opu + u - Vau) + Vap(p) = pb, (11.6.21)

Op + div [pu] =0,
d(pu) + div [pu ® u + p(p) I] = pb, (11.6.22)

con
p(p) = Bp.

I flussi del fluido perfetto che soddisfano le equazioni (11.6.21), (11.6.22) sono detti flussi isoen-
tropici. Si denominano equazioni di Fulero per un fluido isoentropico equazioni della forma
(11.6.21) o (11.6.22) anche se la funzione p = p(p) non ¢ data necessariamente dalla (11.6.19).
Infatti anche se il fluido ideale non ¢é perfetto, € possibile trovare ugualmente una funzione en-
tropia specifica (in generale non data dalla (11.6.15)) che soddisfa la (11.6.17) ( Basta infatti

trovare s(p,T) tale che
0s 1 Oe 0s P

oT ~ T op Tp

e questo non presenta difficolta quando siano note e(p,T") e p(p, T)) Ammetteremo comunque
che risulti sempre p(p) # 0. Le equazioni (11.6.18) sono una forma alternativa per le equazioni
del fluido ideale, anche quando esso non ¢ perfetto. Le considerazioni che seguono la (11.6.18)
sono valide anche in questo contesto ed in particolare, se ’entropia € inizialmente costante, si
puo utilizzare la relazione s(p, T') = sg per eliminare la temperatura dall’equazione di stato per
la pressione e pervenire in tal modo alle (11.6.21) e (11.6.22), con una pressione p = p(p) pit
generale della (11.6.19).

11.7 Fluido viscoso di Navier-Stokes

. Si vedra nel seguito che il modello di fluido ideale, pur essendo adeguato a descrivere un fluido
in molte situazioni concrete, conduce in certi casi a conclusioni paradossali. Questi paradossi
possono essere fatti risalire all’incapacita del fluido ideale di esercitare sforzi di taglio, la quale
comporta il fatto che uno strato del fluido che si muove a velocita wu(x,t) possa scivolare su
uno strato adiacente che si muove a velocita u(z + Az, t) senza nessuna resistenza a tale moto.
In Meccanica sappiamo che, ad esempio una particella che si muove su una superficie, subisce
una forza di attrito che puo essere trascurata in situazioni idealizzate, ma invece produce effetti
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significativi in molte situazioni concrete. Un fenomeno simile si presenta nei fluidi reali, nei
quali lo scivolamento di uno strato di fluido su un altro é contrastato da una resistenza viscosa.

B questa uno sforzo di taglio che si manifesta nel fluido in condizioni non idrostatiche.

La necessita di includere fenomeni di questo tipo nel modello di fluido ha portato alla
formulazione di numerosi modelli, tra i quali quello di gran lunga pia utilizzato e pii famoso
(anche perché il pia semplice) & quello del fluido viscoso di Navier-Stokes che descriviamo qui
di seguito.

Rinunceremo ad assumere N = 0, in quanto il modello deve esercitare sforzi di taglio.
Pertanto per il fluido di Navier-Stokes si assumera

S=—pI+N. (11.7.1)

La pressione p e l'energia interna specifica e saranno assunte ancora legate alla densita p
ed alla temperatura 7' dalle relazioni (11.6.7) assunte per il fluido ideale, in quanto esse sono
basate su considerazioni all’equilibrio. Invece non assumeremo pit ¢ = 0 in quanto, in presenza
di attrito, si ha conversione di energia meccanica in calore che ha la tendenza a spostarsi
verso le regioni a temperatura pia bassa. Per caratterizzare completamente il modello, occorre
fornire delle espressioni per N e q. Esse saranno dedotte da alcune assunzioni “naturali’, che
illustreremo nel seguito.

Cominciamo con l'osservare che, se il campo di velocita u fosse spazialmente omogeneo, non
vi sarebbero fenomeni di attrito. In conseguenza, la quantita rilevante per la determinazione
della presenza di attrito é la matrice V,u. In realta non tutta la matrice V,u, ma solo la
sua parte simmetrica ha un ruolo nel fenomeno di slittamento tra strati di fluido. Infatti, si
decomponga

Veu=D+ (11.7.2)

ove D ed 2 denotano rispettivamente la parte simmetrica ed antisimmetrica di V u:

H_} 8Uj 8ui “_1 auj_aui
Dij =3 (ami + axj> o Q=g <axi 8%) . (11.7.3)

Se x ed 2’ sono punti sufficientemente prossimi (|z — 2’| < §), si ha

u(2') = u(z) + D(z) (2 — ) + Qx)(2' — z) + O(?).

Ponendo 5
w; = Z €i1,m2m,
l,;m=1
e cioe
w1 = Op,uz — Oyzun
w = rotu := V, Au, wy = Ogyu1 — Oy, us, (11.7.4)
w3 = Og Uz — Oz,
si ha
u(z') = u(x) + D(z)(z’ — x) + 1w(a:) A (2" —z) + O(5?). (11.7.5)

2
La (11.7.5) mostra che, se D = 0, il moto ¢ localmente coincidente con un moto rigido e
w/2 rappresenta la velocita angolare di tale moto rigido. Il campo vettoriale w = rotu & detto
campo di vorticita a causa di questa interpretazione. Poiché in un moto rigido le distanze tra i
punti sono costanti, se D = 0 non vi sono moti relativi tra strati vicini del fluido. Siano X ed
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X’ le posizioni al tempo t = 0 delle particelle che sono rispettivamente in x ed 2’ al tempo ¢.
Posto h(t) = ®(X',t) — ®(X,t), si ha

Cht? = 2h(1) - [u(B(X' 1), 1) — u(B(X, 1), 1)
= 2h(t) - (Vyu)h(t) + O(6?)
= 2h(t) - D(xz,t)h(t) + O(6%). (11.7.6)

La precedente relazione mostra che D misura la velocita con cui variano le distanze tra i punti, ed
¢ detto per questo velocita di deformazione. In base alla relazione (11.7.5), il moto si decompone
localmente in una rotazione con velocita angolare w/2 ed in una deformazione con velocita D.

Le considerazioni precedenti portano ad assumere che N ¢ una funzione esclusivamente di
D nulla per D = 0. Per D piccoli sara ragionevolmente approssimata da una funzione lineare.
E pertanto “naturale’assumere

1. N = N(D) ¢ una funzione lineare di D.

D’altra parte, le matrici NV e D dipendono dal riferimento prescelto, mentre é naturale
presumere che la relazione che le lega sia indipendente dalla scelta del riferimento. Poiché
un cambiamento di riferimento é indotto da una matrice ortogonale @), si assume che

N(QDQ™)=QN(D)Q™' per ogni matrice ortogonale Q.
Ricordando poi che N e D sono entrambe matrici simmetriche, si dimostra che

Proposizione 11.7.1. Esistono A e u reali (Naturalmente il fattore 2 & del tutto inessenziale
ed ha il solo scopo di bilanciare il fattore % nella definizione di D), tali che

N =2uD + X divu I (11.7.7)

Dimostrazione. Poiché N é funzione lineare di D, N e D commutano. D’altra parte sono sim-
metriche e pertanto possono essere diagonalizzate simultaneamente. Fissiamo la base comune
di autovettori, visto che per I'ipotesi 2), la relazione che dedurremo sara valida poi in ogni base.
Denotiamo poi con n; e d;, i = 1,...,3 i rispettivi autovalori. Gli n; sono lineari nei d;. Inoltre
ancora l'ipotesi 2) assicura che la relazione tra loro ¢ invariante per permutazioni degli assi (una
permutazione pud essere ottenuta combinando rotazioni e riflessioni). L’unica funzione lineare
che soddisfa queste relazioni ha la forma

n; = )\(dl + Clz + Clg) + 2Hdu

per A e p reali. Poiché dy +dy +ds = Tr D = div wu, ritornando alla base originaria, la (11.7.7)
¢ provata. L]

Il segno dei coefficienti A e p é di importanza fondamentale. Per fissarlo ricordiamo che
o rappresenta degli sforzi di tipo viscoso, in corrispondenza dei quali vi é perdita di energia
meccanica ed aumento di energia interna. Dalla (11.5.6) si rileva che il contributo alla variazione
di energia interna é
Tr (Do) = 2uTr (D?) + A( div u)?.

Questa quantita é positiva per ogni scelta di u non costante se > 0e X > 0.
Si osservi inoltre che u e A, negli argomenti su esposti, potrebbero dipendere da p e T. Ma
nei sistemi concreti tali dipendenze sono piuttosto deboli. E per questo motivo che nel seguito
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li assumeremo costanti. I coefficienti A\ e p sono detti rispettivamente coefficiente di viscosita
di volume (bulk viscosity) e coefficiente di viscosita di slittamento (shear viscosity).

Per completare il modello occorre fornire 'espressione di g. Osserviamo che, quando la
temperatura é costante, non vi é flusso di calore, in quanto il calore fluisce dalle parti del sistema
a temperatura pia alta a quelle a temperatura pit bassa, mentre non vi ¢ flusso di calore tra
parti alla stessa temperatura (in equilibrio termico). In conseguenza di cid6 assumeremo che g sia
una funzione esclusivamente di V,T', nulla per V,T = 0, Per piccoli gradienti di temperatura
la funzione ¢ = q(V,T') sara bene approssimata da una funzione lineare e I'indipendenza dal
riferimento implica che esista un numero reale x tale che

q=—rV,T. (11.7.8)

1l fatto che il calore fluisce nel verso opposto al gradiente di temperatura implica poi k > 0.
Anche k & assunta costante ed ¢ detta coefficiente di conduzione termica. La relazione (11.7.8)
¢ nota come legge di Fourier. Usando le precedenti relazioni nelle equazioni di bilancio (11.5.7)
e (11.5.8), otteniamo le equazioni

op+u-Vyp+pdivu=0,

p(Opu+u-Vau) + Vop(p, T) = pAgu+ (A + p) Ve div u + pb,

p(ate(pv T) +u- vxe(pv T)) + p(pv T) div u

= kAT + 2uTr (D?) + A( div u)? + pr. (11.7.9)

Equivalentemente

Op + div [pu] =0,
O (pu) + div [pu @ u+ p(p, T) 1] = pAzu+ (A + )V div u + pb,

U2 ’LL2
Olo(5 +elp, )] + div [pu(Z +e(p, T) +p(p, T))]

= kAT + 2uTr (D?) + A( div u)® + p(u - b +7), (11.7.10)

ove

& Voperatore Laplaciano.
Le precedenti equazioni sono dette equazioni di Navier-Stokes.
Se le relazioni tra p, e, p e T sono quelle del fluido perfetto allora le equazioni di Navier-Stokes

divengono

Oop+u-Vep+pdivu=0,

p(Ou 4+ u - Vau) + Vep = pAgu+ (A + p)Vy div u + pb,

3

§p(8tT +u-VoT) +pdivu=rA,T + 2uTr (D?) + A div u)® + pr. (11.7.11)
Equivalentemente

Op + div [pu] =0,

O (pu) + div [pu@u+ pl] = pAgu+ (A + p)Vy div u + pb,
u? 3 . u? 5

O [p(? + §T)] + div [pu(? + §T)]

= kAT 4 2uTr (D?) 4+ A div u)> + p(u - b+ 7). (11.7.12)
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con
p=pT.

Valutiamo la derivata temporale dell’entropia specifica in corrispondenza di tali equazioni.
Differenziando la (11.6.15) ed usando le (11.7.11), si ottiene

Ds _ g (2) 420
poy = — div (T> + 2+, (11.7.13)
con 1
o= (4n(vzﬁ)2 + A( div u)? + 2uTr (D2)> . (11.7.14)

La quantita ¢ é detta produzione di entropia. Essa € non negativa, come segue dall’esame
della sua espressione esplicita. In conseguenza, il fluido ideale di Navier-Stokes soddisfa la
disuguaglianza di Clausius-Duhem

D
ij > _ div (%) + %, (11.7.15)

che esprime la seconda legge della Termodinamica per i sistemi non reversibili.
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11.8 Fluido incomprimibile.

Nella pratica spesso si considerano situazioni nelle quali si possono trascurare le variazioni locali
di volume. Quando cio si verifica si parla di fluido incomprimibile. Si denoti con

V(Ay) = dx
At
la misura di Lebesgue del volume materiale {A;}, detta anche volume di A;. Ricordando il

teorema del trasporto, si ha

d
—V(A) = / dx div u(zx,t).
dt A,

Pertanto il volume di ogni parte del fluido ¢ costante nel tempo se e solo se divu = 0. La
condizione
divu=0 (11.8.1)

é detta condizione di incomprimibilita.
Accanto alla (11.8.1), sebbene cid non sia strettamente indispensabile, assumeremo anche che
la densita di massa sia costante nello spazio e nel tempo:

p(z,t) = p. (11.8.2)

Con tali assunzioni, evidentemente I’equazione di continuita é automaticamente soddisfatta
dai fluidi incomprimibili. Tuttavia, le altre equazioni per il fluido e cio¢ le (11.6.18)23 o le
(11.7.11)9 3, con p data dall’equazione di stato p = p(p, T'), non sono in generale compatibili con
tali assunzioni, essendo la (11.8.1), ’equazione di bilancio dell’impulso e 'equazione di bilancio
dell’energia un sistema di cinque equazioni nelle quattro incognite residue w e T'. Per tale motivo
si interpreta la condizione di incomprimibilitd 11.8.1 come un wincolo sui moti possibili del
sistema ed in conseguenza si rinuncia all’equazione di stato per la pressione. Infatti la pressione
viene considerata come una nuova incognita da interpretarsi come la reazione vincolare al vincolo
di incomprimibilitd. In conseguenza di tale assunzione, ’equazione di bilancio dell’energia
risulta disaccoppiata da quella dell’impulso e pertanto le equazioni del fluido incomprimibile

divengono
div u = 0,
B+ u - Vou+ VoL =, (11.8.3)
p
nel caso di fluido perfetto e
div u =0,
8tu—|—u-V$u+Vm£j = gAzu—i—b, (11.8.4)
PP

nel caso di fluido viscoso.

Nelle (11.8.3) scompare ogni traccia della densita costante p, in quanto p & ora un’incognita
e nel seguito denoteremo con p quello che in effetti ¢ il rapporto p/p, continuando a chiamar-
lo pressione. Infatti la densita risulta un parametro irrilevante nel moto di un fluido ideale
incomprimibile.

Nella (11.8.4) invece la densita p ¢ presente anche nel rapporto p/p. Per tale motivo si
introduce la quantita

NS
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che prende il nome di coefficiente di viscosita cinematica e le equazioni di (11.8.4) si scrivono,
senza far apparire esplicitamente la densita, come

div u =0,
O +u-Vau+ Vep = vAzu+ b, (11.8.5)

Le (11.8.3) sono dette equazioni di Eulero incomprimibili mentre le (11.8.5) sono dette equazioni
di Navier-Stokes incomprimibili. Poiché queste ultime rappresentano il caso pii ampiamente
studiato di equazioni viscose, ci si riferisce spesso ad esse semplicemente come equazioni di
Navier-Stokes riservando alle (11.7.11) il nome di equazioni di Navier-Stokes compressibili.

La precedente discussione & puramente formale, non essendo a priori giustificata la rimo-
zione dell’equazione di stato per la pressione e 'introduzione del vincolo di incomprimibilita.
Si pud perd mostrare che le equazioni (11.8.3) e (11.8.5) possono essere giustificate in un op-
portuno limite, che corrisponde alla maggior parte dei liquidi in condizioni normali. Tuttavia,
sebbene cid possa apparire strano, anche I'aria in condizioni normali é ben approssimata dalle
equazioni del fluido incomprimibile, quando si considerano velocita piccole rispetto a quella
del suono, mentre i liquidi, in condizioni di pressione estreme, possono comportarsi come fluidi
comprimibili. In conclusione la proprieta di incomprimibilita non deve essere considerata come
una proprietd assoluta di uno specifico fluido, ma come una proprieta dei flussi di tale fluido
nelle condizioni specificate. Ciononostante, in conformita con 1'uso corrente, ci riferiremo alle
equazioni precedenti come equazioni del fluido incompressibile.

11.9 Limite incomprimibile per le equazioni di Eulero isoentro-
piche.

Fissiamo il dominio spaziale limitato 2 con frontiera regolare e imponiamo la condizione al
contorno u-n = 0 se la frontiera non ¢é vuota. Se 2 = T2, assumiamo condizioni di periodicita .
Scriviamo le equazioni di Eulero per il fluido isoentropico nella forma

Op + div (pu) =0
p(Ou + (u - V)u) = =Vp(p) (11.9.1)

con p — p(p) differenziabile e con derivata prima strettamente positiva. Per fissare le idee si
pu6 pensare p(p) = ApY con A > 0e vy > 1. Sia p(z,0) = po + dp1(z,0), u(z,0) = dui(z,0)
con pp una costante positiva e § > 0. Cerchiamo una soluzione p(z,t) = po + dp1(z,t) + O(62),
u(w,t) = 6up(z,t) + O(6%). Ovviamente p; e u; dovranno soddisfare le equazioni lineari

O¢pypo div up =0
podsu1 + p'(po)Vp1 =0 (11.9.2)

Differenziando la prima rispetto ad t e la seconda rispetto ad x si ottiene
d%p1 — 1 (po)Ap1 = 0. (11.9.3)

Quindi p; rappresenta un onda di compressione che si muove con velocita ¢ = /p/(pg). ¢ &
detta velocita del suono.

Forma adimensionale delle equazioni di Eulero isoentropiche.

Introduciamo una lunghezza tipica L (ad esempio il diametro del dominio spaziale), una
velocita tipica V' (ad esempio il massimo del modulo della velocita iniziale), un tempo tipico 7
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(ad esempio il tempo necessario per attraversare il dominio con velocita V' e quindi 7 = L/V.
Abbiamo inoltre gia una densita tipica pg = R e in conseguenza una pressione tipica P = p(R).
Introduciamo allora le variabili adimensionali

r_ T
T =7
p="
7_’
, U uT
u = — = —
vV L’
p="2
b
/
p===— 11.94
P p(R) ( :
Sostituendo e rimuovendo gli apici si ottiene
Op + div (pu) =0
p(Opu + (u- V)u) = —\*Vp(p), (11.9.5)
con
¢ 1
ERART

nel caso p(p) = Ap”.
Il limite incomprimibile corrisponde a velocitad V' molto piccole rispetto a ¢ e quindi A — +o0.
& conveniente riscrivere le (11.9.5) usando p come incognita invece di p:

Op+ (u-V)p+g(p)div (u) =0
(Oru + (u- V)u) = =X?p(p)~'Vp, (11.9.6)
ove g(p) = p(p)p'(p(p)) = vp nel caso p(p) = Ap”.

Espansione in A7
Si assuma

p=po+ A 'p1+ A p+ 0N,
uw=ug+ A up + A 2ug + O(N73). (11.9.7)

Sostituendo tali espansioni nella seconda delle (11.9.6) ed uguagliando i coefficienti delle potenze
di A otteniamo:

A2 Vpg = 0;
AL Vp1 = 0;
A0 By + (uo - V)ug = —p(po) " Vpa;
(11.9.8)
Sostituendo nella prima delle (11.9.6) si ottiene invece
N dpo + (uo - V)po + g(po)div up = 0;
A Op1 + (uo - V)p1 + (w1 - V)po + g(p1)div ug + g(po)div uy = 0;
(11.9.9)

Le prime due delle (11.9.8) implicano che py e p; non dipendono da z, ma possono dipendere
da ¢. Usiamo tale informazione nella prima delle (11.9.9), integrata su Q. Poichée

/ dzdiv u = / do(z)u-n=20 (11.9.10)
Q o0
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per le condizioni al bordo assunte (o per la periodicita se = T?3), ne consegue che

/ dx0ipo = Oepo|§2| = 0. (11.9.11)
Q

Pertanto pg non dipende neanche da ¢. Inoltre, avendo provato che 9;pg = 0 abbiamo anche
div ug = 0. (11.9.12)

La seconda delle (11.9.8) e le precedenti informazioni riducono la (11.9.9) a
Op1g(po)div u; =0 (11.9.13)

e Pargomento precedente mostra che dyp; = 0 e div u; = 0. In conclusione, all’ordine piti basso
si ha

div Uug = 0,
Oyup + (up - V)ug = —Vp, (11.9.14)

ove abbiamo denotato p = p(po) ' p2.
11 risultato puo essere ottenuto rigorosamente seguendo [Majdal.

Caso viscoso

In luogo delle equazioni di Eulero compressibili si considerino ora quelle di Navier-Stokes
Op + div (pu) =0
p(Ou+ (u-V)u) = =Vp(p) + nAu + (ndiv u
2
p(9¢s +u-Vs) = kAT +n(Vu)? — g(div u)?. (11.9.15)

(¢ = g per il gas perfetto). Per il gas perfetto A = > ed & detto numero di Mach e indicato con
Ma.

Passando a variabili adimensionali, esse divengono

Op + div (pu) =0

L L
p(Opu + (u - V)u) = —\2Vp(p) + ﬁn&u + WCVdiV u, (11.9.16)
D 1 & 2
—s=——kAT+ ——— 2 _ Z(di 2
Ppi® = mvLPAT T @ gV~ gldive)]
Introduciamo il numero di Reynolds Re e il numero di Prandtl Pr
Re = E, pr="1
n k

Op +div (pu) =0

1 1
. = — 2 _ _ 1
p(Oru + (u- V)u) Ma*Vp(p) +2Re nAu + oo ¢ndiv u,
1 T4 Ma

POrs tu-Vs) = prp AT+ 50

2
n[(Vu)? — §(oliv u)?] (11.9.17)
Con gli argomenti precedenti le (11.9.8) e (11.9.9) vengono sostituite da
A2 Vpo = 0;
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AL Vp1 = 0;

1 1
A0 Ayuo + (ug - V)ug = —p(po) "' Vp2 + — Aug + —— Vdiv up;
Re Re
(11.9.18)
A Apo + (uo - V)po + g(po)div ug = 0;
AL op1 + (uo - V)p1 + (u1 - V)po + g(p1)div ug + g(po)div uq = 0;
(11.9.19)
0 1
0
: = . = ATp;
A po[atso + up - Vo] Pr o 10
(11.9.20)
L’equazione per ’entropia all’ordine pit basso si pué riscrivere in due modi
5 0 1
= poloy T, VT — =Py = ———AT,
%Po[ i To + uo - VT 5; 10 = p, g o
ipodiv U + 815]?0 + up * Vpo == TR@ATO (11921)

Dalla seconda delle (11.9.21) integrando sullo spazio e usando che py é costante rispetto a
x si ottiene che pg écostante nel tempo. La prima diventa una equazione di diffusione per
la temperatura che ammette una soluzione costante se Tj al tempo 0 & omogenea. Poiché
po = polp € costante si ha che anche la densita ¢ costante. Di conseguenza dalla prima delle
(11.9.19) si ha che div u=0. Le conclusioni su pg, p1, div ug e div u; non dipendono dalla terza
delle (11.9.19) e quindi, procedendo come prima, si ottiene

div Uy = 0,
Orug + (ug - V)ug = —Vp + nAuyg. (11.9.22)

Anche tali equazioni si possono ottenere rigorosamente nel caso isoentropico (che ¢ non fisico in
presenza di dissipazione) seguendo |Kleinermann-Majda| o [Hoff| per un approccio alternativo.
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Capitolo 12

Teoria Cinetica

Si consideri un sistema costituito da un numero N di particelle, interagenti mediante un po-
tenziale assegnato. L’evoluzione temporale del sistema ¢é regolata classicamente dalle equazioni
di Newton. Seguire il moto delle singole particelle del sistema equivale a studiare quest’ulti-
mo microscopicamente. Al contrario lo scopo della Meccanica Statistica ¢ descrivere il sistema
mediante grandezze macroscopicamente osservabili e e collegare in modo matematicamente rigo-
roso la descrizione microscopica e quella macroscopica. In altre parole si immagini di possedere
un microscopio infinitamente potente. Al variare del tipo di lente usata per osservare il sistema,
quest’ultimo appare in modo differente. Se il sistema viene osservato troppo da vicino, sullo
schermo compare sporadicamente - e subito scompare - una particella; la probabilita di osserva-
re un urto tra due particelle & molto bassa. Se lo si guarda un po’ piu da lontano, sullo schermo
compare sempre un certo numero medio di particelle, le quali impiegano un tempo pitt 0 meno
lungo per attraversarlo e urtano le une con le altre. Se il sistema viene osservato da molto lon-
tano, per esempio ad occhio nudo, esso mostra proprieta che al microscopio non si manifestano:
ora le particelle non sono piti distinguibili singolarmente ed il sistema assume 'aspetto di un
continuo. Si osservano moti vorticosi, onde, etc. Nonostante il sistema sia sempre lo stesso, esso
appare differente su differenti scale. Tali comportamenti sono descritti a livello macroscopico
ad esempio da equazioni differenziali fenomenologiche (equazioni di Eulero e Navier-Stokes) o
da equazioni integrodifferenziali (equazione di Boltzmann). Si vuole capire quale é la relazioni
tra queste descrizioni e la descrizione macroscopica basata sulle equazioni di Newton.

Si é parlato di equazioni differenziali senza precisare quali sono le funzioni incognite oggetto
di tali equazioni. Queste funzioni dipendono dalla particolare scala rispetto alla quale si osserva
il sistema. Due scale molto importanti (le sole di cui qui si discute) sono la scala cinetica e
quella idrodinamica. Sulla scala idrodinamica (corrispondente all’osservazione ad occhio nudo
del sistema) si assume che il sistema sia descritto da tre campi p(z,t),u(x,t),T(z,t), i quali
si interpretano fisicamente come densita di massa, velocita e temperatura. Le equazioni dif-
ferenziali dell’idrodinamica sono le equazioni che descrivono ’evoluzione spazio-temporale dei
campi suddetti. Sulla scala cinetica (una scala intermedia tra quella microscopica e quella idro-
dinamica) si assume che il sistema sia descritto da una distribuzione di probabilita f(x,v;t),
interpretata come densita di probabilita di trovare una particella in x al tempo ¢ con velocita v.
L’equazione differenziale che descrive 1’evoluzione spazio-temporale della f(z,v;t) & nota come
equazione di Boltzmann.
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12.1 Gas di Boltzmann.

Il primo passo nella costruzione della Meccanica Statistica del non equilibrio é costituito dallo
studio della teoria cinetica dei gas e dall’equazione su cui essa si fonda, ’equazione di Boltzmann.
La pubblicazione di questa risale al 1872, ad opera del fisico teorico austriaco Ludwig Boltzmann.
Il nucleo della teoria é costituito dal tentativo di descrivere con metodi statistici ’approccio
all’equilibrio di un gas rarefatto.

Il gas di Boltzmann & un gas rarefatto di sfere rigide di diametro d e massa m, interagenti a
coppie esclusivamente mediante urti elastici. Si supporra che il gas sia contenuto in un recipiente
rigido, che gli urti delle particelle con le pareti del recipiente siano altresi elastici e che sul gas
non agiscano ulteriori forze esterne.

Nel gas di Boltzmann il parametro che definisce la scala microscopica ¢ il diametro d delle
particelle (realisticamente d ~ 10~8cm). La scala cinetica ¢ definita dall'introduzione di un pa-
rametro detto cammino libero medio definito come la distanza media percorsa da una particella
del gas tra un urto ed il successivo. Per comprendere quali sono le dimensioni caratteristiche
della scala cinetica, tentiamo di valutare l'ordine di grandezza del cammino libero medio. A
tale scopo é sufficiente un semplice ragionamento di natura euristica. Si consideri una particella
test. Si supponga che tale particella abbia appena subito un urto e viaggi alla volta dell’urto
successivo. Si consideri ora la nuova particella bersaglio. Si costruisca il cilindro di collisione,
definito nel modo seguente: esso ha come asse la retta passante per il centro della particella
bersaglio e diretta come il vettore velocita della particella test; esso ha inoltre raggio pari a d
e altezza pari al cammino libero medio A. Poiché I'urto tra la particella test e quella bersaglio
avviene, questo significa che all’interno del cilindro di collisione non é presente nessuna altra
particella. Si deve quindi uguagliare il volume del cilindro di collisione al volume specifico del
gas. Se V ¢ il volume a disposizione del gas ed N ¢ il numero di particelle del gas, il volume
specifico é definito dalla relazione

= - 1= — 12.1.1
V== ( )
La condizione suddetta conduce alla relazione
1 2
— =ad°\ (12.1.2)
n

dalla quale si ricava la stima cercata per il cammino libero medio

1
A —s (12.1.3)

Poiché in condizioni normali una mole di gas occupa 22.4 litri, cioé 22.4x 103 em?, ed ¢é costituita
da N = 6.02 x 1023 molecole

6.02 x 1023 90 Mmolecole
= — 0 =2 1020 —— 12.14
ax 108 T (12.1.4)
e quindi
A~ 10" %em (12.1.5)
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12.2 Derivazione euristica dell’equazione di Boltzmann.

Per descrivere statisticamente il gas di Boltzmann si introduce una funzione f(x,v;t) in modo
tale che, se A & una regione regolare e limitata in R?, il numero N(A,v;t) delle particelle del
gas che al tempo t si trovano in A con velocita v é dato da

N(A,v;t) :N/Adxf(:c,v;t) (12.2.1)

Quindi f(x,v;t) rappresenta la densita di probabilita di trovare una particella del gas in z
al tempo t con velocita v. Siamo interessati a ricavare euristicamente 1’equazione differenziale
che regola ’evoluzione spazio-temporale della f, cioé I'equazione di Boltzmann. A tale scopo
osserviamo che la f varia nel tempo per due ragioni distinte: le particelle del gas viaggiano per
lo piu in linea retta con velocita costanti, ma occasionalmente urtano producendo variazioni
discontinue alle loro velocitia. Ne segue che

ONS _ <5Nf> . (8Nf> (12.2.2)
ot ot flusso ot collisione

Assumendo per il momento che le particelle non urtino, ma che, nell’entrare in contatto, esse

si attraversino a vicenda, determiniamo la forma analitica del termine <%’:> . La derivata
flusso

del numero di particelle che al tempo ¢ si trovano in A con velocita v é

Nﬁ dx f(x,v;t) (12.2.3)

Nell’ipotesi fatta, I'unico contributo a tale derivata é dato dal fatto che nell’intervallo di
tempo dt ci sono particelle che attraversano con velocita v la superficie JA. Detto n(z) il
versore normale esterno a JA nel punto x e detto ds ’elemento di superficie su dA, il numero

di particelle che nell’intervallo dt attraversano con velocita v I’elemento di superficie ds &
N f(z,v;t)v - n(z)dsdt

Il numero totale di particelle che nell’unita di tempo (al tempo t) attraversano la superficie OA
con velocita v si ottiene dividendo per dt ed integrando su OA :

N | dsf(z,v;t)v-n(z)ds (12.2.4)
OA

Applicando il teorema della divergenza all’integrale (12.2.4), moltiplicando per (—1) (a causa
dell’orientazione del versore n) ed uguagliando 'espressione ottenuta alla derivata (12.2.3) si

ottiene P
N— [ dxf(z,v;t) = —N/ dzxv -V f(z,v;t) (12.2.5)
da cui, data D'arbitrarieta di A, si ricava
of
L —_y. 12.2.6
= vy (1226)

A questo punto si assuma che le particelle collidono. Ponendo
0
QU 1) = N(af) (12.2.7)
collisione
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si riconosce che ’equazione di Boltzmann ha la forma

af

NE—FNU-Vf:Q(f,f) (12.2.8)
I1 termine di collisione Q(f, f) a sua volta pud essere decomposto nel seguente modo
QUL =Q(f, f) —Q~(f. 1) (12.2.9)

dove QT (f, f) rappresenta il numero di urti per unita di tempo che avvengono nel punto x al
tempo ¢ in modo tale che una delle particelle urtanti possieda velocita uscente v, e Q@ (f, f)
rappresenta il numero di urti per unita di tempo che avvengono nel punto x al tempo ¢ in modo
tale che una delle particelle urtanti possieda velocitd entrante v. Si suppone che il numero di
urti per unita di tempo ai quali partecipano tre o pitl particelle sia trascurabile.

Per determinare i temini Q¥ (f, f), ricordiamo brevemente le regole della collisione elastica.
Consideriamo due particelle (1) e (2), che viaggiano con velocita v; e vq, urtano elasticamente
ed emergono dall’urto con velocita v] e vh. Sia @ il versore della retta congiungente i centri
delle due particelle all’istante d’ urto, diretto dalla (2) alla (1) per convenzione. Noti vy, ve,w
¢ possibile ricavare v} e v}. Nel sistema di riferimento in cui la particella (1) ¢ ferma, la (2)
viaggia con velocita 09 = vg — v1.

Figura 12.1: Urto tra due particelle.

Poiche le due particelle hanno uguale massa, all’istante d’urto c¢’é trasmissione totale della
componente di 02 lungo w. Quindi

0] = (Vg - D)3
. (AQ A)A (12.2.10)
Uy = Uy — (0 - )W
Nel sistema di riferimento iniziale risulta
vy = v + [(vg —v1) - W|w;
Pl ek (12.2.11)
vy = vy — [(v2 — v1) - W]W.

La trasformazione descritta é una trasformazione lineare da R? x R? in R3 x R3 che conserva
il numero di particelle, 'impulso, ’energia e il volume nello spazio delle velocita .

Calcoliamo Q~(f, f)(z,v1;t). Calcoliamo dapprima il numero di urti che avvengono nel-
I'intervallo di tempo [t,t + dt] in cui una particella si trova in x ed ha velocita entrante vy,
mentre ’altra ha velocita entrante v9 e in cui il parametro d’urto é tra @ e @ + dw. A tale
scopo poniamoci nel sistema di riferimento in cui la particella (1) ¢ ferma con il centro in x.
Consideriamo la sfera d’azione di tale particella, cioé la sfera di centro x e raggio d. L’urto tra
le particelle (1) e (2) soddisfa le condizioni poste se in un tempo compreso tra ¢ e t +dt il centro
della particella (2) viene a trovarsi su un punto della superficie della sfera d’azione appartenente
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all’elemento infinitesimo di tale superficie che ha come centro il punto corrispondente al versore
& ed estensione pari a d?dw. Consideriamo quindi il cilindro di collisione, cioé¢ il cilindro che
ha come base I’elemento di superficie considerato, il cui asse é diretto come vy — v1 e di altezza
pari a |vg —v|dt. Il numero di urti cercato ¢ uguale al numero di particelle il cui centro si trova
al tempo t all’interno del cilindro di collisione. Siamo quindi condotti a calcolare il volume del
cilindro di collisione. Questo ¢ semplice, in quanto 'altezza ¢ pari a |va — vi|dt e la base ha

misura
misura della base del cilindro di collisione = dzdwm : (12.2.12)
Dunque il volume del cilindro di collisione ¢
volume del cilindro di collisione = (vy — v1) - @d%dwdt (12.2.13)
Il numero di urti cercato ¢ dato da
p2(z,v1; T — dw,va;t)(vy — v1) - d?dwdt (12.2.14)

dove po(x,v1; 2 — dw,ve;t) rappresenta la densita delle coppie di particelle che al tempo ¢ si
trovano in = e x — dw con velocita pari rispettivamente a v e vy (cfr. (12.6.7) per la definizione
di funzioni di correlazione). Per il momento non ci preoccupiamo del modo in cui la py dipende
dalla f.

Fino ad ora abbiamo mantenuta fissa la velocita vs. Se vogliamo contare il numero di urti
che avvengono nelle stesse condizioni precedenti, ma con la velocita della particella (2) compresa
tra vy e vy + dvy, dobbiamo moltiplicare I’espressione (12.2.14) per dvy. Il numero totale di urti
per unita di tempo (al tempo ¢) in cui la particella (1) & in  con velocita entrante vy si ottiene
dividendo per dt ed integrando su v ed w :

Q (f, )z, t;v1) = dz/ dvadw (v — v1) - Wp2(z,v1; T — dw, vo;t) (12.2.15)
(v2—v1)-w>0
Per determinare la relazione tra ps ed f si fa un’ipotesi fondamentale, detta ipotesi di caos
molecolare o Stosszahlansatz. Si suppone cioé che valga la relazione

p2(x,v1; 2 — dw,va;t) = pr(x,v1;t) X p1f(x,v2;t) = N f(x,v1;t) X N f(w,v9;t)  (12.2.16)

In tal modo si ottiene

Q(f, Nz,vi;t) = N2d2/ dvadw(vy —v1) - wf(z,v1;t) f (2, v2;t) (12.2.17)
(v2—v1)-@>0
L’ipotesi di caos molecolare, cio¢ l'ipotesi di fattorizzazione della densita di coppie, corri-
sponde a pensare le particelle del gas di Boltzmann scorrelate prima dell’urto.

Per calcolare il termine QT (f, f)(x,v1;t) utilizziamo un argomento di simmetria. Interpre-
tiamo QT (f, f)(x,v1;t) come Q (f, f)(x,v];t), cioe il numero di urti in cui si ottiene come
risultato una sfera di velocita v; € uguale al numero di urti in cui si perde una sfera con velocita
vj. Sia N(m,t) il numero di urti per unita di tempo che avvengono nel punto z al tempo t.

N(z,t) si ottiene a partire da Q™ (z,t;v]) integrando in v}: Poiché v, vy sono variabili mute,
possiamo sostituirle con v}, vh, ottenendo

N(z,t) = N2d2/ dvydvhdw(vh — v)) - O f (x,v7;t) f(x, vh; 1) (12.2.18)

(vh—v})-w>0
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In questo caso le variabili v}, v) vanno interpretate come velocita entranti. Le velocita uscenti
v1,vg sono date dalle relazioni (12.2.11) a patto di sostituire i simboli primati con quelli non
primati. Si ricordi che il volume nello spazio delle velocita é conservato dalla trasformazione
(12.2.11) :

dvydv] = dvadvy (12.2.19)

da cui

N(z,t) = N2d2/ dvydvadw(vh — v}) - O f (z,v];t) f(x, vh; t) (12.2.20)

(vy—v)-w>0

In particolare, siamo interessati a conoscere Q™ (f, f)(x,91;t), cioé il numero di urti per unita
di tempo che avvengono nel punto = al tempo ¢ in modo tale da produrre v1 = 01. Esso é dato
da

QT ([, f)x, i1;t) = N2d2/dv1dv2dw(v; — ) - Qo f(x, vl ) fla, vhi t) (12.2.21)
I

dove risulta
I={(v],v5,d): (Wh—v])-@>0 e v =101} (12.2.22)

Si osservi che é possibile dimostrare la relazione
vy —vy) -0 =—(vg —v1) @ (12.2.23)

Se dunque si effettua nella relazione (12.2.21) il cambiamento di variabili che manda le velocita
entranti in quelle uscenti, considerando la particolare regione I' d’integrazione, si ottiene

QT (f, f)(x,15t) = —N2d2/ dvodw(vy — 01) - W f (x,v];t) f(x,v5;t) (12.2.24)
(v2—b1)-@<0
dove le variabili v}, v sono da pensarsi come funzioni di vy, ve mediante la legge di trasforma-
zione degli urti. Effettuando nella (12.2.24) il cambiamento di variabile
w— —w (12.2.25)
si ottiene

QT (f, )z, 15t) = N2d2/ dvedw(vy — 01) - W f (x,v];t) f (2, vh; 1) (12.2.26)

(v2—101)-w>0

Introducendo i termini Q*(f, f) nell’equazione (12.2.8), si ottiene la versione definitiva
dell’equazione di Boltzmann

D f(z,v;t) = Nd2/ dvadw(vy — v) - @[ f (@, v5;t) f(z,v15t) — fw,v2:t) f (2,03 ¢)]
(v2—v)-w>0
(12.2.27)
dove ¢é stata introdotta la notazione
0
Dy = — . 12.2.2
oy +v-V ( 8)

ed il simbolo D; ¢ detto derivata sostanziale.

Prima di chiudere questa sezione vogliamo discutere una importante proprieta dell’equa-
zione (12.2.27): essa non possiede invarianza per inversione temporale. Ricordiamo che il
procedimento d’inversione temporale é definito formalmente dalla trasformazione

t— —t v— —v (12.2.29)
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Se si applica la (12.2.29) sul membro di sinistra della (12.2.27) si ottiene

D) =Dty o Vi) —
— —%(w, —v;—t) —v-Vf(x,—v;—t) = =D f(x, —v; —t) (12.2.30)

Se si applica la (12.2.29) sul membro di destra si ottiene

At Pty — N dusdes(v +0) -

(v2+v)-o§20
[f(l‘, vé; —t)f(:E, Ull; _t) - f($a V25 —t)f(x, - _t)] (12'2'31)
cioé
QU )z, vit) — Q(f, f) (@, —v; —t) (12.2.32)
Come si riconosce dalle (12.2.30) e (12.2.32) I'equazione di Boltzmann non ¢ invariante rispetto
all’inversione temporale. Dunque essa ¢ una equazione irreversibile. Il problema che si pone

& capire in quale punto della derivazione venga introdotta l'irreversibilita. La risposta ¢ che il
punto in questione € l'ipotesi di caos molecolare. Infatti

1. In tutta la derivazione non abbiamo fatto altro che applicare le leggi della meccanica
classica, tranne che nell’ipotesi di caos molecolare.

2. Si vede facilmente che l'ipotesi di caos molecolare privilegia una direzione nel tempo.
Infatti 'equazione (12.2.16) si interpreta, come gia detto riconoscendo che le particelle
che urtano sono scorrelate prima dell’urto. E chiaro che le evoluzioni temporali delle due
particelle non sono piu indipendenti dopo 'urto, in quanto le direzioni e le velocita assunte
dopo l'urto sono legate dalla trasformazione (12.2.11). Ne segue che dopo 'urto le due
particelle non sono piu scorrelate e I'ipotesi di caos molecolare non vale pitt. Questo rende
I’equazione di Boltzmann irreversibile.

Osservazione 12.2.1. Con argomenti analoghi a quelli utilizzati in questo paragrafo é possibile
derivare euristicamente l’equazione di evoluzione della f per un sistema di particelle interagenti
mediante un potenziale a coppie ¢. Il risultato di una simile analisi & un’equazione formalmente
identica alla (12.2.27), che differisce da quest’ultima per il fatto che, nell’operatore integrale
Q(f, f) compare la sezione d’urto differenziale relativa al potenziale ¢.

12.3 Il teorema H e gli stati d’equilibrio.

Diamo alcune proprieta dell’operatore integrale Q(f, f) Nel seguito utilizziamo la seguente
notazione. Sia data una funzione

) R*xR¥xR — R (12.3.1)
Poniamo convenzionalmente
i = (m, v55t) Wi = (v t) i=1,2 (12.3.2)

ed utilizziamo la notazione (12.3.2) tutte le volte che non sia necessario esprimere esplicitamente
la dipendenza da x e t. In tal modo 1" operatore Q(f, f) di Boltzmann assume la forma

Qf. Pl vrst) = N | dosdo(vs — 1) - @[ ffl — fofi] (12.3.3)

(v2—v1)-w>0
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Per definizione un’osservabile v del gas di Boltzmann si dice conservata se essa soddisfa la
relazione

Y1+ Y2 = Y] + Y (12.3.4)

per ogni insieme di velocita {vy,ve; v],v5} tale che le coppie {v1,v2} e {v],v5} sono legate tra
loro dalla legge degli urti elastici (12.2.11).

Nel caso del gas di Boltzmann esistono soltanto cinque osservabili conservate:

pO =1 (numero di particelle) (12.3.5)
P =0 i=1,2,3 (componenti della velocita) (12.3.6)
P& =2 (energia cinetica) (12.3.7)

Introduciamo ora un nuovo operatore integrale, estensione simmetrica a due funzioni dell’o-
peratore di Boltzmann

Nd?

Q(f7g)(llf, v; t) = 5

/ dvadw(va — v) - @[(f291 + 9o.f1 — fog1 — g2f1]  (12.3.8)
(v2—v)-w>0
In virta del fattore 1/2 che compare nella (12.3.8) risulta

QU.9)l,_; = QU F) (12.3.9)

L’importanza dell’operatore integrale Q(f, g) ¢ legata al seguente

Teorema 12.3.1. Sia ¥ un’osservabile conservata. Siano f,g due funzioni tali che Q(f,g) ha
senso ed ¢ integrabile in v. Allora

| dvista. v 0@, 9)(0) =0 (12.3.10)
R3
Dimostrazione. Per dimostrare la formula (12.3.10) poniamo
Q. f9)wrt) = [ dvte,vi0QU 9) (o) (12311
Dalla definizione (12.3.8) risulta
9] — LdQ . _ ~T gl I el _
W, f,9)(z,t) = 2, om0 dvydvadwi)(x, v1;t) (v2 — v1) - @[ fog) + gof1 — fag1 — g2.f1]
Vo —v1 ) W>
(12.3.12)
Effettuando nell'integrale (12.3.12) la trasformazione
Vo — V1 V1 — V2 (12.3.13)
si ottiene
Nd? .
Q(T/J»fag)(%t) = _T dUld’UgdW’(/)({E,UQ;t)(”UQ _Ul) TwX
(v2—v1)-w<0
x[fagr + 9o f1 — fag1 — g2 fi] (12.3.14)

Effettuando nell’integrale (12.3.14) la trasformazione & — —, si ottiene
Q@ba f g)(a:, t) = NTdZ f(vz—m)wDZO dvld’Udew(xa V23 t)(v2 - Ul) TwX
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x[f391 + gbf1 — f201 — g2 1] (12.3.15)
Effettuando nell'integrale (12.3.12) la trasformazione
v — V] Vo — Ul (12.3.16)

dove {v1,v2} sono le velocita prima dell’urto e {v],v4} quelle dopo I'urto, si ottiene

N 2
WLt =y [ dvfdans(a, o} 1) 0y — ) - o
(vy—v})-w>0
x[=fs91 = G f1 + fogr + g21] (12.3.17)

_ Nd&?

5 /  duidvadwip(@,vy3t)(v2 — 1) - @ X (= /591 — 92.f1 + fag1 + g2f1]
(v2—v1)-w>0

Effettuando nell'integrale (12.3.12) la trasformazione

v —> vy vy — V) (12.3.18)
si ottiene
Nd2 / / / / / A
Q. f9)(z,t)  =—— ! o0 dvydvydwip(z, vy; ) (v — vy) - WX
V] —vh)-W>
x[=fs91 = 9of1 + fog1 + g21] (12.3.19)
Usando la (12.2.23) si ha infine
Nd? , R
Q(¢7fag)($at) = 77 dvldUQdoﬂvb(xa’UQ;t)(v? *’Ul) TwX
. ; (yz—m)wzo
[fod) + 9511 — fagr — g211] (12.3.20)

O

A questo punto si sommino membro a membro le relazioni (12.3.12), (12.3.15), (12.3.17) e
(12.3.20). Si ottiene in tal modo

Nd?

QY, f,9)(x,t) = 8/( s dvydvadw (i1 + o — ] — P5)(...) =0 (12.3.21)

che é nullo, poiché v & un’osservabile conservata.

Osservazione 12.3.1. Una qualunque funzione, differenziabile 2 volte, invariante di collisione,
s1 pud scrivere come combinazione lineare delle v;. Infatti, sia g tale che

g9(v1) +g(vh) = g(v1) + g(v2)
e stano v) = vy + 0v, vy = vy — dv, con v infinitesimo e
(v1 + 6v)? + (v2 — o) = v3 + 03

St ha che
6v - Vg(v1) = dv - Vg(v2)
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se 0v - v = v - (v2), cioé dv - Vg(v) non cambia se v cambia in una direzione ortogonale a dv
€ possiamo scrivere

82
Z aigéviév/» =0 se dv-6v =0.
v

Percio %%ng = ¢(v)di; e %g = hi(v;) dipende solo da v;, per j # i. E ancora, hi(vi) = h’;(v;)

per j # i il che implica che h(v;) sono tutte uguali ad una costante e integrando

0
8vi

g = au;+7;

Integrando di nuovo
9(vi) = av} + v + w

12.3.1 Entropia e Teorema H di Boltzmann
Definiamo il funzionale entropia nel modo seguente
H(f)(t):= / dzxdv f(z,v;t)log f(z,v;t) (12.3.22)
AXR3

dove A ¢ un toro! Il seguente teorema mostra che H(f) ¢ un funzionale di Liapunov per
I’equazione di Boltzmann, cioé decresce lungo il moto.

Teorema 12.3.2. Teorema H Sia f(x,v;t) una soluzione dell’equazione di Boltzmann. Risulta

d
ZH(f)() <0 (12.3.23)

Dimostrazione. Per dimostrare la formula (12.3.23) deriviamo H rispetto alla variabile ¢ e
portiamo la derivata sotto il segno di integrale:

%H(f)(t) = /A><R3 dacdvgt(f(x,v;t) log f(ac,v;t)) =

= dzdo(1 —l—logf(w,v;t))g(x,v;t) (12.3.24)
AxR3 ot

Poiché f ¢é soluzione dell’equazione di Boltzmann si ha

d
GHDO = [ dadol—v- V1 + QU f)log S + 1 (12.3.25)
AXR3
Poiché A é un toro l'integrazione spaziale del termine —v - V f da zero. Inoltre si ha che
/ dzdvv -V flog f = dxdvv - Vflog f — f]
AXR3 AxR3

e, siccome A € un toro, tale integrale si annulla. Altrimenti bisogna considerare delle condizioni
al contorno e ci sara anche un termine dovuto al flusso di entropia dall’esterno. Il termine

[ st = [ dvdeio(@)Q(r0)
AxR3

AXR3

1 considerare un toro ci permette di lavorare sull’equazione di Boltzmann senza considerarne le condizioni
al contorno. Si veda il teorema successivo.
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é zero per le proprieta di Q. Si ha infine

d

SH(N() = /M@ dzdvQ(f, f)log f

Utilizzando la definizione di Q(f, f) si ricava

d
GHOO =N [

dzdvlog f(v;t)/ dvadw(ve —v) - O(fof1 — faf1) (12.3.26)
AXR3

(va—v)-w>0

A questo punto si ripeta ’argomento illustrato nella dimostrazione del precedente teorema;
facendo gli stessi opportuni cambi di variabile, si arriva facilmente alla relazione

%H(f)(t) (12.3.27)
= NfQ /AxRS dzxdv /(UQ_U)'&JZO(...)(log f(vst) +log f(vo;t) — log f(v';t) — log f(vh; t)) X
x(faf" = fof) (12.3.28)

Raccogliendo i logaritmi, possiamo scrivere la precedente nella forma

d Nd? Il I gt
FHOO =" [ i [ (ost0f) —los S B) S~ R (12329)

L’espressione scritta esplicitamente nell’integrando é della forma

(z —y)(logy —logz) <0  V(z,y) €R (12.3.30)
Poiché la quantita (...) nell’integrale (12.3.29) ¢ sempre positiva, la tesi del teorema ¢ provata.
]
Si deve osservare che nella (12.3.30) vale il segno = se e solo se x = y. Ne segue che
d
ZHNG =0 e fifo=fif (12.3.31)

Una soluzione dell’equazione di Boltzmann che soddisfi la (12.3.31) ¢ detta una distribu-
zione cinetica d’equilibrio. Da tale relazione cerchiamo di ricavare la forma funzionale delle
distribuzioni d’equilibrio. Prendendo il logaritmo di ambo i membri della (12.3.31) si ottiene

log f1 + log fa = log fi + log f3 (12.3.32)

Dalla relazione precedente segue che la f & una distribuzione d’equilibrio se e solo se la
funzione ¥ = log f é un’osservabile conservata. La forma piu generale per tale funzione ¢é allora

log f(z,v;t) = A(x,t) + B(z,t) - v + C(z, t)v? (12.3.33)

dove i coefficienti A, B, C' sono, a priori, funzioni di z e ¢t. Inoltre é sempre possibile scrivere la
12.3.33 nella forma

log f(z,v;t) = log E(z,t) — o(x,t) (v — u(z, t))2 (12.3.34)
dove =, 0, u sono determinate funzioni di A,B,c. Dalla (12.3.34) si ricava

f(z,v;t) = E(z,t) exp(—o(z,t) (v — u(z, t))Q) (12.3.35)
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Una funzione della forma (12.3.35) ¢ detta una maxwelliana locale. Si puo verificare facilmente
la relazione

dvv f(x,v;t
o fwdves@en)
Jgs dvf(z,v;t)

In tal modo il vettore u viene interpretato come velocita media del gas. Assegnati inoltre i

campi p (densita molecolare) ed e (densita di energia), le funzioni Z e o sono determinate dalle
relazioni

(12.3.36)

/R3 dvf(z,v;t) = p(z,t) (12.3.37)

Jis A0S f (w3 )
fR3 dvf(z,v;t)
Calcolando gli integrali (12.3.37) e (12.3.38) si pud verificare che

L plx,t) (v —u(z, t))2
flz,v;t) = W exp (_QT(W> (12.3.39)

= e(x,t) (12.3.38)

dove 5
T(z,t) := ge(m,t) (12.3.40)

¢ detta temperatura del gas.

La procedura descritta fin qui garantisce che I'entropia H calcolata sulla (12.3.39) sia sta-
zionaria, ma non che la (12.3.39) sia soluzione dell’equazione di Boltzmann. Questa condizione
puo essere realizzata chiedendo che i campi p(z,t), u(z,t), T(x,t) siano uniformi in x e in ¢.
Per dimostrare che questa condizione ¢ sufficiente a garantire che la (12.3.39) sia soluzione del-
I'equazione di Boltzmann basta osservare che in ogni caso la (12.3.39) rende nullo I'operatore
Q(f, f) ( perche M{M} = M; M, per la conservazione dell’energia della massa e del momento);
se si vuol soddisfare ’equazione di Boltzmann si deve imporre D;f = 0, condizione soddisfatta
se p,u,T sono semplici parametri. In tal caso la (12.3.39) & detta una maxwelliana globale di
parametri p,u, T ed in seguito sara denotata con il simbolo M (p,u,T).

Osservazione 12.3.2. Anche nel caso di un sistema di particelle interagenti a coppie mediante
un potenziale ¢ & possibile dimostrare un teorema analogo al teorema H. La distribuzione cine-
tica d’equilibrio e ancora una maxwelliana globale e le particelle sono staticamente scorrelate.
Si deve osservare che, dalla meccanica statistica dell’equilibrio, ci si aspetta che lo stato di equi-
librio per il gas sia dato dalla distribuzione di Gibbs. Il fatto che nella mazxwelliana d’equilibrio
compaia soltanto il termine cinetico e non quello potenziale & dovuto al fatto che nel limite di
Grad-Boltzmann? il gas & rarefatto, e il contributo delle interazioni intermolecolari all’energia
del gas ¢ trascurabile. L’equazione di stato che si ottiene valutando ad esempio la pressione é
quella del gas perfetto P = pT'. La termodinamica che si ottiene dalla teoria di Boltzmann é
quella dei gas perfetti.

L’entropia di equilibrio (termodinamica) ¢ anche essa quella dei gas perfetti. Infatti valu-
tiamo Hy(M) dove M ¢ una Maxwelliana globale (d = 3)

Hy (M) ::/A - dxdvM (p,u,T;v)log M (p,u,T;v)
X

2Per limite di Grad-Boltzmann si intende d — 0, N — o0, con il vincolo Nd? — O(1), equivalente ad avere
un libero cammino medio A finito.
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v —ul?
2T

3
= / dxdvM (p,u,T : v)[log p — = log(27T) — ]
AXR3 2

3 3 3
= / dz[plogp — S plog(2m) — Splog T — - p]
AXR® 2 2 2

3 3 3
= |Allplog p — 5 log(2m) — S plog T — S T)p]

da cui
P

3
s(z,t) =logp — 5plogT — cost = log 7

poiché
H, N
Nm = S(x,t)p

Un modo euristico di introdurre la distribuzione di Maxwell Boltzmann ¢ quello di consi-
derare un sistema di particelle non interagenti e confrontare lo spazio delle fasi a N particelle
I' = (A x RN con quello a una particella u = A x R%. Uno stato microscopico ¢ un punto in I'
mentre uno stato "macroscopico" ¢ una funzione f(z,v) su u. Detta A; una cella elementare in
1 e n; il numero di particelle in A; il numero di stati microscopici corrispondente ad una data

distribuzione {n;};—1. x €
N!
Q({ni}) = T (A)™ (12.3.41)
1I n;

i=17%"
L’entropia é data dal % nel limite N — o0, e sullo stato di equilibrio deve essere massima.

2
Massimizzando log Q2 sotto le condizioni sul numero di particelle e I’energia totale (e; = %)

2
k k
E n; = N, E en; =F
i=1 =1

si caratterizza la distribuzione di equilibrio come la distribuzione di Maxwell-Boltzmann. Il
difetto di questo argomento é che un gas di particelle non interagenti non puo rilassare all’e-
quilibrio. Si pu6 dire che nel calcolo della equazione di stato si trascura il contributo dell’e-
nergia potenziale perchéil gas ¢ rarefatto. La teoria di Boltzmann prevede invece rilassamento
all’equilibrio e da la termodinamica del gas perfetto.

In una situazione di non equilibrio possiamo partire dall’espressione (12.3.41) dove {n;} &
una distribuzione al tempo ¢. Usando la formula di Stirling possiamo scrivere

k k
1 1
NlogQ R N[Nlog]\f - ;nilogni +;logAmi]

k k
A N —_A ]
Z;N S NA, ;NA S NA

prendendo tutte le celle della stessa dimensione.
La relazione tra la distribuzione sullo spazio delle fasi f(z,v;t) e {n;}i=1. x €

n; zN/ dzxdvf(x,v;t)
A
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da cui per grandi N la somma approssima un integrale

1
NlogQ;u —/ud:cdvflogfz —H(f)

Poiché H(f) diminuisce al passare del tempo il volume Q occupato dagli stati microscopi-
ci aumenta e asintoticamente nel tempo raggiunge il valore massimo che corrisponde alla
distribuzione di equilibrio (Maxwell-Boltzmann).

Per concludere vogliamo sottolineare che il fatto che H decresca non é una proprieta del
sistema dinamico, ma del livello di descrizione che abbiamo scelto del sistema. Il limite di
Grad-Boltzmann porta ad un’equazione che prevede moti con H decrescente, gli altri moti
hanno probabilitd zero nel limite. Questa descrizione a livello macroscopico é giustificata dal
fatto che i moti che portano a H crescente avvengono dopo un tempo in media dell’ordine di
eV che per N ~ 10 ¢ dell’ordine dell’eta dell’universo.

12.4 Leggi di conservazione.

Si consideri la relazione (12.3.10) nel caso in cui ¢ = f & una soluzione dell’equazione di
Boltzmann. In questo caso l'operatore Q(f, g) si riduce all’operatore di Boltzmann, e I’equazione
di Boltzmann ci permette di scrivere la (12.3.10) nella forma

/ dvi)(z,v;t) <8f +o- Vf) (z,v;t) =0 (12.4.1)
R3 ot

La (12.4.1) ¢ la forma pit generale assunta dalle leggi di conservazione associate all’equazione
di Boltzmann. Poiché relativamente al sistema di sfere rigide interagenti mediante urti elastici
le uniche osservabili conservate sono il numero di particelle (o anche la massa), I'impulso e
I'energia cinetica, in questo caso valgono solo tre leggi di conservazione, di cui due (numero ed
energia) scalari ed una (impulso) vettoriale. Nel seguito vogliamo studiare in dettaglio queste

leggi.

Legge di conservazione della massa

Ponendo ¢ =1 la (12.4.1) assume la forma

/ dv <8f +uv- Vf) (x,v;t) =0 (12.4.2)
R3 ot

Adottando la convenzione della somma sugli indici ripetuti, portando fuori dall’integrale le
derivate spazio-temporali, si ottiene

0 0
— d ;T dvv; 3t) =0 12.4.3
5 | vty o [ v (1243)
Le relazioni (12.3.36) e (12.3.37) permettono di scrivere la (12.4.2) come un’equazione di
continuita:
dp
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Legge di conservazione dell’impulso

Ponendo ¢ = v; la (12.4.1) assume la forma

/ dvv; <Z9f +uv- Vf) (x,v;t) =0 (12.4.5)
R3 ot
Come nel caso precedente, portando le derivate fuori dagli integrali si ottiene
a/ dvv; f(x v't)—f—a/ dvviv; f(x,v;t) =0 (12.4.6)
ot Jgs N7 Oxj Jgs VT o

Sfruttando (12.3.36) e (12.3.37) si riconosce che 'argomento della derivata temporale ¢ il pro-
dotto pu(x,t). Per quanto riguarda il secondo integrale, si definisce il tensore di pressione, o
degli sforzi

ILj(z,t) == p < (v; — wi)(vj —uy) > (z,t) (12.4.7)

dove si é introdotta la notazione

_ fRS dvh(z,v;t) f(z,v;t)

< h>(x,t) := 12.4.8
(1) Jra dvf(z,v;t) ( )
Dalla definizione (12.4.7) si ricava
IL;; = p < vivj; > —pusu; = / dvvv; f(z,v;t) — pusu; (12.4.9)
R3
da cui
/ dvviv; f(z,v;t) = IL;; + puu;j (12.4.10)
R3
Introducendo la (12.4.10) nella (12.4.7) si ottiene 'equazione
0 0
—(pwi) + =— (Iij + puju;) =0 (12.4.11)

8t al’j

Per ottenere la legge di conservazione dell’impulso nella sua forma standard, applichiamo la
regola di derivazione del prodotto:

0
g(pul) + V- IL + pui(V-u) + p(u - Vu; +ui(u-V)p=0 (12.4.12)

Inoltre, utilizzando la legge di conservazione della massa, possiamo scrivere

0 ou; dp  Ou; ‘ Oy . A
a(pu,) = paat + Uigy =P g u;V (gu) =P u;0j(pu;)
= p% — uu;0jp — u;pOjuj = p% —ui(u-V)p—pui(V-u) (12.4.13)

Introducendo la (12.4.13) nella (12.4.12) ed effettuando le dovute semplificazioni, il risultato,
espresso in notazione vettoriale, é la legge di conservazione dell’impulso:

ou

pay +pu Vut ¥V -II=0 (12.4.14)
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Legge di conservazione dell’energia

Ponendo ¢y = (ow)? e moltiplicando ambo i membri per N, la 12.4.1 assume la forma

2
/dev( 2 < <3{+ vf>(~’“’”?f)=0 (12.4.15)

Cominciamo a studiare il primo termine di tale equazione. Risulta

2atpT Z/ dvfat( 2 )2>

ui 30
2at (pT) +Z/ dvf(vi =)=t = S (pT) (12.4.16)

dove sono state utilizzate le relazioni (12.3.38), (12.3.40) e, nell’ultimo passaggio, il fatto che

/ dvf(v; —u;) =0 (12.4.17)
R3

essendo w il valore di aspettazione di v. Lavoriamo ora sul secondo termine dell’equazione
(12.4.15). Risulta

/ dv(v_u)ZU-Vf =0 dvai(v—u)z/ dv fv; 0, Z(U—u)Q
R3 R3 2

2
_ u)?
=8, | dvf(v; (Gl P /
R3
+/ d’UfUi(Uj — uj)aiuj (12.4.18)
R3
Per semplificare la (12.4.18) si definisce il vettore flusso di calore
a2
gi=p<(v- u)(”2”) (12.4.19)
In tal modo risulta
(v —u)? 3
dv v-Vf=V-q+ -V (puT)+ [ dvfuvi(vj —u;)0iu; (12.4.20)
R3 2 2 R3
Per quanto riguarda l'integrale che compare nella (12.4.20), possiamo scrivere
d’Uf’UZ'(Uj — Uj)aiu]‘ = (@u])/ de’Ui(’Uj — Uj)
R3 R3

= (Osu;) /R3 dvf (vi — ui)(vj — uj) + (Diuy) /R3 dv fui(vj — u;)
= (Oiuy) /R3 dvf(vi —ui)(v; — u;) =
= Hij(aiuj) =1I- (Vu) (12.4.21)

Introducendo la (12.4.21) nella (12.4.20) e quindi le (12.4.16) e (12.4.20) nella (12.4.15), si
ottiene la legge di conservazione dell’energia

30

251 —(pT) + V (puT)+V -q+1II-(Vu) =0 (12.4.22)
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Per ottenere la legge di conservazione dell’energia nella sua forma standard, applichiamo la
regola di derivazione del prodotto e la legge di conservazione della massa:

oT 2 2
Por —-TV - (pu)+V~(puT)+§V-q+§H- (Vu) =0 (12.4.23)
Del resto vale la relazione
V. (puT)=pu-VT +TV - (pu) (12.4.24)

Sostituendo la (12.4.24) nella (12.4.23) e semplificando, si ottiene la legge cercata

T 2 2
pg—l-pu-VTjL §V~q+ §H-(Vu) =0 (12.4.25)

Definendo la derivata sostanziale lungo il campo u come nell’equazione (12.2.28), scriviamo
le tre leggi di conservazione nella forma

Dip+pV-u=0
p(Dyu) + V-1 =0 (12.4.26)

2 2

12.5 Equazioni di Eulero

Consideriamo le leggi di conservazione (12.4.26). Si potrebbe tentare di leggere tali equazioni
come equazioni differenziali che regolano I’evoluzione spazio-temporale dei campi p, u,T". Nel far
questo si presenta una notevole difficolta: le leggi di conservazione dell’impulso e dell’ energia
non sono chiuse nei campi p, u, T, nel senso che i tensori II e ¢ dipendono dalla distribuzione
f in modo esplicito e non eliminabile mediante le definizioni dei suddetti campi. Dunque per
risolvere le equazioni (12.4.26) & necessario e sufficiente assegnare la f, cioé i campi p,u, T (in
base alle definizioni (12.3.36), (12.3.37), (12.3.38)). Oppure si pud assegnare una particolare
forma funzionale della f, cioé la sua dipendenza dai campi p,u,T, e cercare di capire se,
rispetto a quella particolare forma funzionale le equazioni (12.4.26) si chiudono. In particolare
cio avviene scegliendo per la f la maxwelliana locale M (p,u, T)(x,v;t) (12.3.39). Per stabilire
quale forma assumono le leggi di conservazione in seguito a tale scelta, studiamo i tensori II e
q. Poiché risulta

/ dv;(v; — ui)(%“) exp(—a(vi — uz)z) =0 keN (12.5.1)
R3
si riconosce che il tensore degli sforzi &€ diagonale rispetto alla maxwelliana locale:
1
Hij‘f:M(x,t) = (5ijp < (?}Z’ — ui)2 >= 5ij§p < (’U — ’U,)2 > (12.5.2)
dove 'ultima uguaglianza vale in quanto, nel caso di una distribuzione maxwelliana, la varianza

non dipende dall’indice i. Sfruttando la definizione del campo di temperatura 7', si dimostra

facilmente che L
3P < (v—u)? >=pT (12.5.3)
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cosicché risulta

Wil s nr(ony = 0P (12.5.4)

dove
P:=pT (12.5.5)

é detta pressione del gas. La legge di conservazione dell’impulso ora si scrive nella forma

ou

Por +pu-Vu+VP =0 (12.5.6)

Ancora in virtu della (12.5.1) si riconosce che

q\f:MW) =0 (12.5.7)

cosicché I'equazione di conservazione dell’energia ¢ data da
2
p(DT) + §P(V cu) =0 (12.5.8)

Le tre equazioni
Dip+pV-u=0

pPL 4 pu-Vu+ VP =0 (12.5.9)

p(DUT) + 2P(V -u) =0

sono dette equazioni di Eulero per un fluido ideale e sono le equazioni fondamentali dell’idrodi-
namica.

Si pone il problema di comprendere per quale motivo la particolare scelta fatta per la
distribuzione f conduca alle equazioni di Eulero, cioé quale legame esista tra la teoria cinetica
e l'idrodinamica. Rimandiamo la discussione di questo problema al Capitolo 14.

12.6 La gerarchia BBGKY

Il procedimento di derivazione dell’equazione di Boltzmann discusso nella sezione 1.1 riprodu-
ce abbastanza fedelmente quello seguito dallo stesso Boltzmann (1872). In esso il passaggio
fondamentale & costituito dall’ ipotesi di caos molecolare, che ¢ un’ipotesi di natura statistica,
apparentemente priva di connessioni con le leggi della meccanica newtoniana. Poiché si ritiene
che tali leggi siano corrette (purché sia possibile trascurare gli effetti quantistici), si pone il pro-
blema di stabilire la validita dell’equazione di Boltzmann, cioé di derivare I’equazione partendo
della descrizione microscopica del gas.

Si vuole anzitutto studiare statisticamente ’evoluzione microscopica dei sistemi a molte
particelle. A tale scopo consideriamo un sistema di N particelle di massa m = 1, confinate
in una regione A regolare (in modo che ’evoluzione temporale sia ben definita), caratterizzato
dall’hamiltoniana

2
7

H(q,v) = Z % + % > blai—a5) (12.6.1)

i=1 1,5:9F£]
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dove ¢ & un potenziale regolare che decade rapidamente a zero. Supponiamo le particelle
confinate in una regione A regolare e limitata di R3. Lo stato x del sistema nello spazio delle
fasi ad N particelle I' = (A x R?)"V ¢ definito dalla relazione

x:=(z1,...., xn) = (q1,01, .-, qN, UN) (12.6.2)

Si definisca P;(x) come la densita di probabilita che al tempo t il sistema si trovi nel punto z
dello spazio delle fasi ad N particelle. Assumiamo P, simmetrica rispetto ad una permutazione
di (z1,...,xn). L'evoluzione temporale della P,(x) ¢ descritta dall’equazione di Liouville

0P,

(@) = {H,P}@) (12.6.3)

dove

N (0f dg g Of
{f.q} = ;(8% o aqiavi) (12.6.4)

¢ detta parentesi di Poisson delle osservabili f e g. Calcolando la (12.6.3) sull’hamiltoniana
(12.6.1) e definendo 'operatore differenziale lineare

(L Of ¢ of
Hyf(z):= ; <_Ui8qi(w) + ]21 a—ql(qz - q])avz(x)> (12.6.5)

I’equazione di Liouville puo essere scritta nella forma

0P,

—5 (@) = HyP(a) (12.6.6)

Definiamo le funzioni di correlazione a j particelle (j = 1,..., N) nel modo seguente

N!
pj(.']fl, 7(1}'j,t) = m

/ d$j+1dxj+2...dePt(af1,...,a?N) (12.6.7)
(AxR3)(N=3)

Per j = N si ottiene py = N!P;,. Ricordiamo che P(z1,...,zy) & la probabilita che la
particella 1 ¢ in @1, ... la particella N in xy. Invece p;(x1,...,2;;t) ¢ la probabilita che ci sia
una particella in x;, un’altra in xo etc. . Poiché P, ¢ simmetrica nelle permutazioni degli indici
delle particelle si ha la relazione precedente tra le due grandezze. Invece, calcolando la 12.6.7
per 5 = 1, si ottiene

p1(z1;t) = N/d:rg...dePt(xl,xQ,...,xN) (12.6.8)

La funzione di correlazione p; ha sostanzialmente lo stesso significato fisico della f di Bol-
tzmann, differendo da quest’ultima soltanto per la normalizzazione: la f é normalizzata ad 1,
mentre la p; € normalizzata ad N e pertanto va interpretata come la densita di particelle del
gas nel punto x; dello spazio delle fasi ad 1 particella al tempo t. In altri termini, fA dxp(z,t)
e’ il numero medio di particelle in A al tempo t rispetto alla misura p; e ps €’ il valore medio di
na(na —1), dove na €’ il numero di particelle. Le equazioni differenziali che governano ’evolu-
zione spazio-temporale delle p; si ottengono derivando ambo i membri della (12.6.7) rispetto a
t, portando la derivata sotto il segno di integrale e applicando I’equazione di Liouville (12.6.6).
Il risultato ¢

1,N
8pj . N N! ) N 6Pt : Ogb ] 8Pt
E(t, L1y eeny $]) = M/d$]+1d$N|: ZE 1 'Ulaiqi + i k%?ék aiql(qz Qk) a’l}i (1269)
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E possibile semplificare tale equazione nel modo seguente. Cominciamo a lavorare sulla prima
somma. Poniamo

N
N! OP,
O(x1,...,x53t) == —(Nj)'Z/dxjH...dvaia(; (12.6.10)
I i

La somma che definisce © pud essere sempre scritta nella forma

J N
Oz1,...,zit) = ()+ Y (..)= (12.6.11)
i=1 i=j4+1
J
—Z %_ = 'Z /da:z i1 xNv,(?f (12.6.12)
=1 ‘7 i=j+1 4

L’ultima somma nella (12.6.12) & identicamente nulla. Infatti

/ dqzdpﬂ)Z / de/qu <Ptvi> :/ dvi/ do(gi)n - v Py (12.6.13)
AXR3 R3 R3 oA

Quest’integrale ¢ in ogni caso nullo: se per A si considera un toro (condizioni periodiche al
bordo), allora A = ). Se A ¢ dotato di bordo, occorre mettere delle condizioni al contorno per
la P;. Se si scelgono condizioni al contorno riflettenti poiché 'integrale su v; é esteso a tutto
R3, per ogni contributo in v; se ne ha uno uguale ed opposto in —v;. In definitiva

J ,
@(l’l,...,l'j;t) = —Zvia—m(xl,...,xj;t) (12.6.14)

Lavoriamo ora sulla seconda somma nell’equazione (12.6.9). Poniamo

0P,
Az, ..., x5 t) = N Z /dx]H dry ¢( — Q) (%% (12.6.15)
i,k:i#k ¢

Come nel caso precedente, scriviamo A nella forma
J N
A= (0+ >0 > () (12.6.16)
i=1 k#i i=j+1 ki

Con un argomento analogo a quello utilizzato nella (12.6.13) dimostriamo che la somma su 4
da j+1 ad N ¢ nulla.

N ) 9 _
/ dg;dp; 8%(% k) 0. = /A dg; / dv; 8%( an(QZ Qk)> =

0
= /Adqi /OO da(vi)a;i(qi —qr)-nP.=0 (12.6.17)

in quanto sulla sfera all’infinito S nello spazio delle velocita la P; ¢ identicamente nulla.
Possiamo allora scrivere

17j

N! oo 0
Azy, ..., x5 t) = (N_])'(Z %kaqz((h - (Ik)aTji /dl“j—kl'--dl"NPt-i-
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+Z Z /dxjﬂ de8¢( %)Zﬁ) (12.6.18)

i=1 k=j+1

La prima somma nella (12.6.18) puo essere scritta nella forma

1,7
¢, 0pj
Z 8%‘ (Qz Qk)

Ov;
ikiitk v

Per quanto riguarda la seconda somma si deve osservare che, data la proprieta di simmetria
della P, tutti i termini della somma su k contribuiscono nello stesso modo, cosicché possiamo
scrivere la seconda somma nella forma

N! J 8¢ 0
MZ/d$j+l(9q(Qi_Qj+l)(%/dxj+2--~dePt =
=1 ¢ !

j
o9 Ipj+1
= ;/d%‘ﬂaqi(qz’ — qj+1) 8;;

(12.6.19)

Raccogliendo tutti i termini sviluppati, possiamo scrivere I’equazione differenziale per la p; nella
forma

J 1,j

8pﬂ . 3;)] 3;)]
T R L) VAL
i kz;ék
9pj+1
+Z/dxj+1 —qjy1) 8]1),- (12.6.20)
OvVVvero 8
Py .
ai = Hipi + Cigripimn j=1,.,N (12.6.21)
dove si € posto
J
0¢ oh
Cjj+1h = ;/d$]’+1aqi((ﬁ - qjﬂ)@TJi (12.6.22)

Il sistema di equazioni (12.6.21) & detto gerarchia BBGKY (da Bogoliubov, Born, Green,
Kirkwood, Yvon). Esso & un sistema di equazioni differenziali accoppiate: non & possibile
risolvere separatamente tali equazioni. Inoltre si puo verificare facilmente che la (12.6.21) ¢
invariante per inversione temporale. Infine, poiché risulta

PN = N'Pt e PN+1 = 0 (12623)
I’equazione per py coincide con I'equazione di Liouville.

Quanto detto fino ad ora vale nel caso in cui l'interazione tra le particelle ¢ descritta da
un potenziale regolare ¢. Ora vogliamo studiare il modo in cui la gerarchia BBGKY si adatta
al caso di sfere rigide che interagiscono soltanto attraverso urti elastici. Ripartiamo dunque
dall’equazione di Liouville, definita ora non pit sullo spazio I', ma su I'” = I'\ X4, dove

d={rel:|q - ¢j| < d per qualche 1 <i,j < N e i # j} (12.6.24)

182



Lo studio di tale equazione richiede I’assegnazione di una condizione al contorno su
9% ={x €T :|¢ — qj| = d per qualche 1 <i,j < N ei # j} (12.6.25)

(A denota la chiusura di A). La condizione al contorno che scegliamo & precisata nel modo
seguente. Supponiamo che 1 ed z9 siano due punti nello spazio delle fasi della forma

xr1 = (ql, Uy eeny (j, ]{31, veey (j — doﬁ;, ]{}2, ceey qN,’UN) (12626)

To = (q17 Vlyeeny qN, ]{7’1, ceny (j — d(,:), ]{7’2, ceny qN,UN) (12627)

dove le coppie {ki,ka} e {k],kL} vanno interpretate rsipettivamente come coppie di velocita
entranti ed uscenti in un urto. In tal caso imponiamo

Pi(x1) = Py(x2) (12.6.28)

11 significato fisico della condizione (12.6.28) ¢ il seguente. Per un sistema di sfere rigide la
dinamica microscopica del punto rappresentativo del sistema nello spazio delle fasi é discontinua
negli istanti in cui avviene un urto tra due particelle. Cio perché le velocita delle due particelle
che collidono variano bruscamente. E possibile eliminare questa discontinuita identificando
statisticamente i punti d’urto x; e 2. Non ‘e difficile verificare che lo spazio cosi ottenuto € una
varieta regolare e che 1’evoluzione temporale del sistema ¢ un flusso regolare, pur di eliminare
dal nuovo spazio i punti dello spazio delle fasi corrispondenti a collisioni triple o di ordine
superiore. Rimangono alcuni problemi: non tutte le orbite possono essere estese indefinitamente
nel tempo (poiche alcune di esse conducono ai punti di fase esclusi). Del resto si pud dimostrare
che l'insieme di queste orbite non ¢ troppo grande, cosi che ’evoluzione temporale degli stati
statistici & ancora governata dall’equazione di Liouville. Se si ripete lo stesso procedimento di
integrazione discusso nella prima parte di questa sezione, si trova che anche per il sistema di
sfere rigide vale una gerarchia BBGKY

9p;

5 (U = Hjpi(t) + Cjj+1p541 (1) (12.6.29)

dove, in questo caso

j
Cjjipjr(@r, . ajit) = —d? Z/dvﬁldw@ (Uirr = vi)pjpa (@, s 25, g0 — d, vj41)
i=1
(12.6.30)

e l'integrale su w ¢ esteso a tutta la sfera unitaria. Non dimostriamo la formula (12.6.29). Na-
turalmente siamo interessati a studiare I’equazione (12.6.29) nel caso j = 1. Perci6 osserviamo

che 5
o ( )
e che
0172p2 = —d2 / d’l)gdwd} . ('UQ — Ul)pz(ql, V1,41 — d(i), V23 t) (12.6.32)
L’integrale 12.6.32 pu6 essere scritto come
Ciop2 = —d2/ dvadw - (v2 — v1)pa(qr, v1, q1 — dw, va;t)—
(v2—v1)-0>0
—d? dvodw - (vy — v1)p2(q1,v1,q1 — dw, vo;t) (12.6.33)

(v2—v1)-w<0
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Poiché nel secondo integrale py é calcolata su una coppia di punti di collisione, grazie al-
l'identificazione fatta precedentemente possiamo rimpiazzare le velocita {vy,ve} con {v],v)}.
Effettuando poi il cambiamento di variabile @ — —@, si ottiene

C12p2 = d2/ dvadw - (vy — v1) X
(v2—v1)-w>0
(pg(ql,vi, q1 + dw,vh;t) — pa(qu, v, q1 — d, Ug;t)) (12.6.34)

Sostituendo le (12.6.31) e (12.6.34) nella (12.6.29) calcolata per j = 1, si riconosce che I'equa-
zione ottenuta si riduce all’equazione di Boltzmann se

1. rimpiazziamo po(z1,z2;t) con pi(x1;t)p1(ze;t)
2. poniamo p1(z;t) = N f(x;t)

3. facciamo tendere d — 0 ed N — oo in modo tale che Nd? = cost (limite di Grad-
Boltzmann).

Il limite di Grad-Boltzmann ¢é singolare in quanto determina il passaggio da un equazione
reversibile ad una irreversibile. Il fatto che 'irreversibilta dell’equazione di Boltzmann sia legata
a tale limite si riconosce osservando che, esprimendo la (12.6.34) in termini delle velocita uscenti
invece di quelle entranti e ripetendo le operazioni 1),2) e 3) si ottiene ’equazione di Boltzmann
con l'operatore Q(f, f) cambiato di segno.

12.7 La gerarchia di Boltzmann.

Il secondo passo nella derivazione microscopica dell’equazione di Boltzmann consiste nel di-
mostrare che tale equazione & equivalente ad una gerarchia di infinite equazioni differenziali
accoppiate. Cio é espresso dal seguente

Teorema 12.7.1. Sia

J
fi(xe, . zyst) = Hfl(xi;t) j=12 .. (12.7.1)
i=1

f1 soddisfa l'equazione di Boltzmann se e solo se le f; soddisfano la gerarchia di Boltzmann

of;
87; _ Hj(ﬁ)fj + C](',Oj)—i-lfj""l (12.7.2)
dove .
J
of;
HJ(»O)fj _ Z v; 8q]- ’ (12.7.3)
i=1 v
J
Cijnfj = Nd Z/ dvj1(vj41 — i) - DX
i=1 ¥ (Vj41—v:)-0>0

X (fj+1(x17 oo iy Uzl‘v "'7qivv§‘+1) - fjJrl(xl’ o5 Qiy Vs oeny Qi7vj+1) (1274)
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Dimostrazione. Dimostriamo il teorema. Supponiamo dapprima che f; soddisfi 'equazione di
Boltzmann. Dalla regola di derivazione del prodotto risulta

J 1,7
s o5 W [T it (12.7.5)
k=1 itk

Applicando I'equazione di Boltzmann nella (12.7.5) si ottiene

o
88? - Z(‘”’fgi(“’k?t) +Q(f1, fu) (ks t > Hf1 (zist (12.7.6)

k=1 ik

Poiche la funzione []; 2k fi(z;;t) non dipende da g, possiamo portarla sotto il segno di derivata
nel primo termine a secondo membro. Per quanto riguarda il secondo termine scriviamo

Q(fr, f1)(z;t) = Nd? 2/ dvji1dwd - (vj11 — V)X

(vj+1—vE)-@>0
(f1(qm Vi 1s ) f1(ae, v t) — fi(qe, vje1st) filae, v t))  (12.7.7)

Poicheé risulta
1,5

f (ka j-}-la )fl quvk;a Hfl xla f]+1($15' -anaUIQ;,~--7Qk,U;‘+1§t) (1278)
i#k
e
]‘7j
Frlam vipas ) filar, ves ) [ [ (i) = Fien (@, o @ Vks s Gy vj115) (12.7.9)
itk
la tesi & dimostrata. O

Se si suppone che la f; di (12.7.1) sia soluzione della gerarchia di Boltzmann, possiamo
ripetere a ritroso il ragionamento fatto e concludere che vale anche la tesi inversa.

Osservazione 12.7.1. Concludiamo osservando che il limite di Grad-Boltzmann pud essere
visto come una legge dei grandi numeri. Consideriamo l'osservabile b = %% dove na ¢ il numero
di particelle in una cella dello spazio delle fasi a una particella A di centro x,v e N ¢& il numero
totale di particelle. Tale osservabile converge nel limite di Grad-Boltzmann ad una variabile
certa f(z,v,t). Infatti sia ED Pattesa rispetto alla misura di Liowville del sistema di sfere
dure di diametro d. Si ha

E(d) [nFA] = / dl’ldvlfl(d) (xla U1, t)
A

dove fl(d) ¢ la funzione di correlazione ad una particella nella gerarchia di Bogolubov per un
sistema di N sfere dure di diametro d. Consideriamo

A1 NPATA-1
B¢ )[N(N )

Nel limite di Grad-Boltzmann che indichiamo simbolicamente con d — 0 si ha

i E@ AT _ (o @[ ARATT 1 /
clllg%)E [N] /Adxdvf(sv,v,t), Clllg%)E [N(N—l)] [Admdvf(m,v,t)

= / dl‘ldvldl’gdvz‘féd) (.Tl, V1,9, V2] t)

AXA
2
da cui la fluttuazione di b tende a zero

lim
d—0

E(d) [(%)2} —(E@ [m])2] —0
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Capitolo 13

Dalla Teoria Cinetica all’ldrodinamica

13.1 Perturbazione di un gas in equilibrio cinetico

L’idrodinamica studia il comportamento fisico dei sistemi di particelle in fase liquida. Le prime
ricerche in questo campo risalgono al sec. XVIII e sono legate ai nomi di Eulero, Bernoul-
li, D’Alambert, Lagrange ed altri. Esse sono rivolte alla comprensione del fluido ideale, per
definizione privo di viscosita. Soltanto nel secolo scorso, grazie a Navier, Stokes, Reynold ed
altri, viene affrontato teoricamente il problema dei liquidi reali, problema che resta ancora per
molti aspetti insoluto. I risultati piti importanti prodotti da tali ricerche sono costituiti dalle
equazioni di Eulero (nell’ambito dello studio dei fluidi ideali) e dalle equazioni d Navier-Stokes
(per la descrizione dei fluidi reali). Attualmente una parte importante della ricerca nel cam-
po dell’idrodinamica é rivolta alla giustificazione di tali equazioni a partire dalle descrizioni
hamiltoniana e cinetica.

E possibile ricavare fenomenologicamente le equazioni di Eulero, sfruttando principi mecca-
nici quali la conservazione della massa, dell'impulso e dell’ energia. E inoltre possibile ricavare
tali equazioni facendo uso di un principio variazionale, nello stesso modo in cui in meccanica
si ricavano le equazioni di Eulero-Lagrange. Le equazioni di Navier-Stokes sono ricavate feno-
menologicamente da quelle di Eulero osservando che queste ultime sono equazioni conservative
e introducendo in esse termini additivi che producono buone proprieta di dissipazione. Non
discutiamo la derivazione fenomenologica delle equazioni di Eulero.

[’argomento principale di questo capitolo ¢ la connessione tra la teoria cinetica e 1’idrodina-
mica, cioé la derivazione delle equazioni idrodinamiche a partire dall’equazione di Boltzmann.

Consideriamo un gas rarefatto, descrivibile in termini dell’equazione di Boltzmann. Sup-
poniamo che esso si trovi inizialmente in equilibrio, cioé che la sua distribuzione cinetica sia
una maxwelliana globale M (v). Supponiamo che ad un determinato istante il fluido venga
perturbato, in modo tale che la distribuzione cinetica del gas sia della forma

f(z,vt) = M(v)(1+ ag(z,v;t)) (13.1.1)
dove a & un parametro che misura l'intensita della perturbazione g(x,v;t). Siamo interessati a

conoscere l'equazione differenziale che regola ’evoluzione spazio-temporale di g(x,v;t). A tale
scopo imponiamo che f(z,v;t) sia soluzione dell’equazione di Boltzmann:
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5 (M0 ag)) + 0930+ ag)) = QM1 +a9). M0 +a9)) (13.12)

Considerando che M soddisfa I'equazione di Boltzmann, la (13.1.2) si semplifica, per «
finito, nel modo seguente

M(%Z o Vg) = Q(M, Mg) + Q(Mg, M) + aQ(Mg, Mg) (13.1.3)

L’equazione ottenuta é debolmente non lineare per o << 1. Essa puo essere linearizzata
formalmente mediante il limite o« — 0, corrispondente ad una perturbazione infinitamente
piccola. Il procedimento di linearizzazione & utile, oltre che per la comprensione fisica della
perturbazione g, anche per la risoluzione dell’equazione non linearizzata. Il risultato di questo
procedimento é ’equazione

ot

dove abbiamo definito 'operatore integrale

M<ag~|—U-Vg> =LMg (13.1.4)

Lh = Q(M, h) + Q(h, M) (13.1.5)

Poiché 'operatore L interviene nella teoria che svilupperemo in questo capitolo, cominciamo
a studiarlo in dettaglio. Osserviamo che £ dipende di dai parametri p, u, T" della maxwelliana M
anche se non ¢é esplicitamente indicato. Le principali proprieta dell’operatore £ sono illustrate
nelle seguenti proposizioni

Proposizione I

Sia h(z,v;t) una funzione per cui L£h ha senso ed ¢é integrabile in v. Se ¢ & un invariante
collisionale, allora

/ dvpLh =0 (13.1.6)
RS

La dimostrazione di questa proposizione € identica a quella data nella sezione 1.2.

Definiamo ora uno spazio di Hilbert assegnando il prodotto scalare

(f,9)(x;t) := /R3 dvmf(x,v;t)g(aj,v;t) (13.1.7)

dove M(v) & la stessa maxwelliana che compare nella definizione di L.
Proposizione 11

L & un operatore autoaggiunto rispetto al prodotto scalare (13.1.7):

(9,.L£f) = (Lg, [) (13.1.8)

La dimostrazione della proposizione richiede alcuni conti algebrici. Per definizione

Lf(x,v;t) = / dvadw(vy — v) - O (faM] + Myf] — foMy — Mafy) (13.1.9)

(v2—v)-w>0
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Dunque

weh= | dordundio(vz — 1) - &2 (FM] + M3 f; — fas — Mo )
(v2—v1)-w>0

Eseguendo nella (13.1.10) la trasformazione

V1 — V2 Vg — V1

si ottiene

(g,ﬁf) = —/( ) d’Uld’Ugdw(’Ug — 1)1) (f2M1 + MQfl f2M1 — Mgfl)
vo—w1)-w<0

Eseguendo nella (13.1.12) la trasformazione @ — —@, si ottiene

(g,ﬁf) = / d’l)ldvgdw(UQ - ’Ul) (f2M1 + M2f1 foMy — Mgfl)
(v2—v1)-w>0

Eseguendo nella (13.1.13) la trasformazione

’U1—>U/1 U2—>Ué

si ottiene

(g,ﬁf) = /( , ,) < dvidvédw(vé — Ui) » ]@2/ (fQMl + M2f1 f2M1 — Mgfl)
vy —V] )W

Eseguendo nella (13.1.15) la trasformazione @ — —, si ottiene

/
(9,Lf) = —/ v dvhdw(vh — o)) - 622 (M + My, — foMy — Myfy)
(vh,—v1)-w>0 M2
Eseguendo nella (13.1.16) la trasformazione

v —> vy vy — )

si ottiene

/
(9.Lf) = /( s dvdvhdw(vh — o)) - a%(ng{ + Mf1 — foMy — M fy)
vy —v] )W 1

Eseguendo nella (13.1.18) la trasformazione & — —, si ottiene

(9, Lf) = —/( . dvjdvbdw(vy —v]) - @ gl (f2M1 + My f] — foMy — Mgfl)
'U2—'U1 w

(13.1.10)

(13.1.11)

(13.1.12)

(13.1.13)

(13.1.14)

(13.1.15)

(13.1.16)

(13.1.17)

(13.1.18)

(13.1.19)

Si esegua ora nelle (13.1.16) e (13.1.19) il cambiamento di variabili vj — v; e v) — vo,

lasciando perd invariate le espressioni ¢j/Mj e gh/M’'2, da pensarsi come funzioni di vy, vs.

Quindi si effettui la trasformazione @ — —&. Si ottengono in tal modo le formule
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(9, Lf) = _/ dvydvadw(vy — v1) - @ M, (fQM1 + My f{ — foMy — Maf1) (13.1.20)
(’02 vl)a}>0 2

(9, Lf) = —/ dvidvadw(vg — v1) - @ M’ (f2M1 + My f{ — faMy — Mafy) (13.1.21)
(v2a—v1)-w>0 1

Sommando le (13.1.10), (13.1.13), (13.1.20) e (13.1.21) si ottiene

1 .
(9, Lf) = —4/( . dvydvadw(ve — v1) w(féM{ + My fi — faMy — M2f1) X
v2— Ul =
91 95 g1 92
- - = — == 13.1.22
(M1 " My M M2> ( )

Ripetendo lo stesso tipo di argomenti usati fino a questo punto si puo facilmente provare

che

/ !
— 9o g1 g2
= dvidvad — M 22
(9. £1) /(vz v1)-G>0 vndvgdio(vy =) - & 2f1<M’ My M,y M2>

/ dvldvgdw(vg — 1)1) wf1
(’v2 ’Ul) w>0

dvidvodw(vg — 11
\/(\’UQ’Ul)-L:J>O ( ) Ml

MlMggll MIMQQQ
— M. M 13.1.23
< M{ Mé 291 192 ( )
Poiché risulta
My My = M{ M} (13.1.24)

per la conservazione dell’energia, segue che

(g7£f) = /( 150 dUld’l)QdCL)(’UQ — 'Ul) . ]'\]; (Mé 1 + Mng MQQI — Mng)
v —v1)-W>
= (Lg, f) (13.1.25)

Proposizione III

LMy =0 (13.1.26)
se e solo se la funzione 9 (z,v;t) & un invariante collisionale.
Risulta
LMy = / dvadw (v — 1) - & (o My My + py My My — py My My — o My My) =
(v2—v1)-0>0
dvgdw(vg — Ul) . (I}MlMQ(’l]Z)i + @ZJé — ’gZJl — ’(ﬁg) =0 (13.1.27)
(v2—v1)-w>0

e quindi si annulla se e solo se ¥ (z,v;t) ¢ un invariante collisionale.
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Osservazione 13.1.1. La Proposizione III caratterizza completamente il nucleo dell’operatore

L.

Osservazione 13.1.2. Le proposizion: 1,11, 111 continuano a valere sostituendo alla maxwelliana
globale M (v) una mazwelliana locale M (x,v;t).

13.2 L’espansione di Hilbert

Nella sezione 1.5 abbiamo provato che le leggi di conservazione associate all’equazione di Boltz-
mann per sfere rigide si riducono alle equazioni di Eulero nel caso in cui il sistema sia descritto
sulla scala cinetica da una maxwelliana locale. Dunque per comprendere quale relazione esista
tra le equazioni di Eulero e I’equazione di Boltzmann é necessario stabilire in quali condizioni
quest’ultima ammetta come soluzione una tale distribuzione. Poiché una maxwelliana locale in
generale non soddisfa I’ equazione di Boltzmann, ma 1’equazione

Q(M, M) =0 (13.2.1)

il problema é in termini matematici quello di stabilire in quale limite formale ’equazione di
Boltzmann si riduca alla (13.2.1). Per risolvere questo problema si osserva che le descrizioni
cinetica (basata sull’equazione di Boltzmann) e idrodinamica (basata sulle equazioni di Eulero)
di un dato sistema si svolgono su scale spazio-temporali nettamente distinte. La scala cinetica
possiede una lunghezza tipica dell’ordine del libero cammino medio A, mentre la lunghezza
caratteristica della scala idrodinamicaé dell’ordine della dimensione lineare L della regione in
cui il sistema ¢ confinato. Realisticamente A ~ 10~%cm mentre L ~ 1em. Si definisce allora il
fattore di scala

€:=— numero di Knudsen (13.2.2)

che permette di collegare le due scale nel modo seguente. Indichiamo con &, 7 le coordinate
spazio-temporali cinetiche, in modo tale che, con notazione diversa da quella utilizzata nelle
precedenti sezioni, I’equazione di Boltzmann si scrive nella forma

0 0
Lievn oL =aun (13.2.3)

Le coordinate spazio temporali idrodinamiche z, ¢ sono definite dalla relazione
E=ela T=elt (13.2.4)

Poiché siamo interessati alla descrizione idrodinamica, studiamo 1’equazione di Boltzmann
nelle coordinate z,¢. Il risultato del riscalamento (13.2.4) ¢ 'equazione

e(aaf (z,v3t) +v- er> =Q(f f9) (13.2.5)
dove
fo(a,vit) = fle v e 1) (13.2.6)

Si riconosce che, formalmente, nel limite € — 0 I’ equazione (13.2.5) si riduce alla (13.2.1).
Del resto il limite e — 0 é fortemente singolare, poiché per ¢ — 0 la definizione (13.2.6) perde
senso. Dunque bisogna eseguire con grande attenzione tale limite.
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Cio costituisce l'obiettivo principale dell’espansione di Hilbert, che ora ci proponiamo di
descrivere in dettaglio. Per cominciare dividiamo ambo i membri dell’equazione (13.2.5) per €
e scriviamo 'equazione di Boltzmann riscalata nella forma

ofe
ot

(2, 031) 0 V= QU 1) (13.2.7

L’espansione di Hilbert consiste nel cercare una soluzione della (13.2.7) della forma

o0

Fo(mvt) = € ful, v31) (13.2.8)

n=0

Sostituendo la (13.2.8) nella (13.2.7) si ottiene

Difo+eDifi + €Difa+ ... = %Q(fo, fo) + Q(fo, f1) + Q(f1, fo) + €Q(f1, f1)+
+€Q(fo, f2) + €Q(f2, fo) + ... (13.2.9)

Uguagliando i termini di ugual potenza in €, si ottengono equazioni integro-differenziali per le
funzioni f,,. Scriviamo quelle relative agli ordini pit bassi:

Q(fo, fo) =0 (13.2.10)
Dy fo = Q(fo, f1) + Q(f1, fo) (13.2.11)
Dy f1 = Q(fo, f2) + Q(f2, fo) + Q(f1, f1) (13.2.12)

L’equazione (13.2.10) si interpreta riconoscendo che fp & una maxwelliana locale. Poniamo
dunque
Jo(z, vit) = M(p,u,T)(x,v;t) (13.2.13)

e poniamoci il problema di determinare i campi p,u,T o per lo meno (cid che si sa fare) le
equazioni differenziali per tali campi. Introducendo 'operatore £ relativo alla maxwelliana M,
possiamo scrivere I’equazione per la generica f,, nella forma

Difp =Lfns1+ 41 n=0,1,2,.. (13.2.14)

dove .
Sn=> QUi fok) n>=2 , Sy=0 n=0,1 (13.2.15)

k=1

La teoria degli operatori lineari ci insegna che un’equazione della forma
Ax =y (13.2.16)

dove A & un operatore lineare, pud essere risolta rispetto a x soltanto se y appartiene al sot-
tospazio ortogonale al nucleo di A. Pertanto per risolvere la (13.2.14) dobbiamo imporre la
condizione

Difn — Spi1 L Ker(L) (13.2.17)

A tale scopo introduciamo 'insieme degli invarianti collisionali ¢, (o = 0,1, ...,4) ortonorma-
lizzati rispetto al prodotto scalare (13.1.7) (con maxwelliana data dalla (13.2.13)). Definiamo
quindi 'operatore

4
Po =Y Mpo(e, Mes) (13.2.18)

a=0

191



I facile riconoscere in P il proiettore sul sottospazio ortogonale a Ker(L). Infatti suppo-
niamo h € Im(L). In tal caso esiste g tale che Lg = h. Quindi

4 4
Ph=> M¢ua(Lg, Ms) =Y  M¢alg,LM¢a) =0 (13.2.19)

a=0 a=0

In particolare 1’equazione (13.2.11) ammette soluzione se risulta
PDM =0 & (DM, M¢y) =0 (13.2.20)

cio¢ se
dvpoaDiM =0 (13.2.21)
R3
La (13.2.21) coincide con le leggi di conservazione calcolate su una distribuzione maxwelliana.
Essa pertanto riproduce le equazioni di Eulero. Detta M™ la maxwelliana M con la condizione
(13.2.21), la funzione f; si ottiene invertendo I’equazione (13.2.11)

fi=L7'DM* (13.2.22)

Del resto si osservi che la f; non ¢ univocamente determinata dalla (13.2.22), in quanto la
funzione

4
fr=LT'DM+> D M, (13.2.23)
a=0
con coefficienti c((ll) arbitrari ¢ ancora soluzione della (13.2.11). Per determinare i coeffi-
cienti CS) ¢ necessario studiare 'equazione (13.2.12). Ripetendo lo stesso ragionamento fat-
to precedentemente si riconosce che tale equazione pud essere risolta soltanto imponendo la

condizione

P(Difr — Q(f1, 1)) =0 (13.2.24)

Essendo P un operatore lineare ed essendo Q(f1, f1) ortogonale al nucleo di £, la (13.2.24) si
riduce alla condizione

PDif1 =0 (13.2.25)

Questa equazione viene utilizzata per determinare i coefficienti cg). Detta f{ la funzione f;
con la condizione (13.2.25), la fy si ottiene invertendo 'equazione (13.2.12)

4

fo=L7YDf; = QU D) + Y P Ma (13.2.26)

a=0
I coefficienti cg) sono a priori arbitrari. Per determinarli si utilizza ’equazione successiva
nell’espansione di Hilbert, nello stesso modo visto relativamente agli ordini €” ed €'. La struttra
dell’espansione di Hilbert si ripete identicamente ad ogni passo.

E necessario fare alcune osservazioni

1) Si ¢ visto che la condizione di compatibilita (13.2.21) da luogo alle equazioni di Eulero,
che, come & noto, sono non lineari nei campi p,u,T. E possibile verificare che le condizioni di
compatibilita relative agli ordini successivi

PD;fn =0 (13.2.27)
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danno luogo ad equazioni differenziali lineari. Ne segue che, in linea di principio, tutti i
coeflicienti c& ) possono essere determinati risolvendo equazioni lineari.

2) Nel realizzare il programma esposto fino a questo punto si incontrano notevoli difficolta.
Una ¢ legata al fatto che ¢ necessario conoscere 'operatore non locale £7!. Un’altra ¢ legata
al fatto che per risolvere tutte le equazioni differenziali incontrate € necessario assegnare delle
condizioni al bordo, e questo complica il procedimento di risoluzione. Ancora un’altra difficolta
é legata al fatto che I’equazione di Boltzmann € non lineare e quindi le sue soluzioni in generale
non manifestano proprieta di analiticita. Ci si aspetta dunque di incontrare, nel contesto
dell’espansione di Hilbert, problemi di convergenza della serie (13.2.8). In effetti attualmente
non € noto se e in quale norma tale serie converga. Tutto cido che si sa dire é che essa esibisce
una proprieta di asintoticita, cioé soddisfa una condizione del tipo

n
1£€ = ¥ fell ~ O(e) (13.2.28)
k=0
3) A dispetto delle difficolta esposte la derivazione delle equazioni di Eulero a partire dalla
teoria cinetica € ora realizzata. Infatti nel limite ¢ — 0, quando le scale cinetica e idrodinamica
sono infinitamente separate, ’equazione di Boltzmann in variabili idrodinamiche & soddisfatta
da una maxwelliana locale di parametri p,u,T soluzioni delle equazioni di Eulero.

13.3 Le equazioni di Navier-Stokes

In numerose circostanze le equazioni di Eulero non possono essere utilizzate per descrivere il
comportamento di un fluido reale. Cio avviene quando la viscosita del fluido - cioé le forze di
taglio che si esercitano tra due elementi di fluido adiacenti - non puod pit essere trascurata. In
questo caso avviene uno scambio di impulso e di energia tra le diverse parti del fluido. Inoltre
I’azione delle forze di taglio é tale da condurre il fluido verso uno stato di equilibrio, e c¢id non
avviene in un fluido ideale. Per evidenziare le conseguenze fenomenologiche di questa differenza,
basta osservare che, per esempio, la presenza di vortici caratterizza entrambi i tipi di fluido, ma
mentre in un fluido ideale, se un vortice esiste al tempo g, esso esiste a qualunque altro tempo,
nel caso di un fluido reale il vortice é frenato dalla viscosita fino a sparire completamente.
Matematicamente 1’ inadeguatezza delle equazioni di Eulero nella descrizione di un fluido reale
é espressa dal fatto che esse sono invarianti sotto la trasformazione di inversione temporale

t— —t u— —u (13.3.1)

e quindi sono equazioni conservative. Il fatto che un fluido reale evolva verso uno stato di
equilibrio garantisce che le equazioni differenziali che lo descrivono sono dissipative, cioé non
invarianti per inversione temporale. D’altra parte la struttura di queste equazioni non puo essere
troppo diversa da quella delle equazioni di Eulero (poiché in ogni caso I'oggetto da descrivere &
un fluido), cosicché si pud pensare di ricavarle modificando opportunamente queste ultime. A
ben guardare gli oggetti matematici che nelle equazioni di Eulero descrivono 'interazione tra
le diverse parti del fluido sono il tensore degli sforzi II;; e il vettore flusso di calore g; (nullo
nel caso del gas di Boltzmann). Per passare ad equazioni dissipative si puo dunque provare a
modificare tali oggetti.

Consideriamo dapprima il tensore degli sforzi. Se vogliamo che esso descriva uno scambio
di impulso, dobbiamo aggiungere ad esso termini che dipendano dalla differenza di velocita tra
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i diversi elementi del fluido, ovvero dalle derivate spaziali della velocita nel limite in cui tali
elementi sono pensati infinitamente prossimi. Poniamo quindi

H;j = Hz‘j + 035 (13.3.2)
dove
aui 8Uj ’
i = — —16;;V - 13.3.
Oij n(@xj+3xi> n0i;V - u (13.3.3)

I coefficienti 7, 7" sono in generale funzionali di p e T e dipendono dal fluido in considerazione.
Tuttavia in molti casi possono essere considerati semplici parametri, indipendenti da z e ¢. 1l
tensore 0;; € stato costruito in modo tale da essere simmetrico (sotto uno scambio degli indici),
semplice (contiene solo derivate del prim’ordine) e completo (contiene tutti i modi possibili
di derivare spazialmente la velocita). Talvolta é conveniente utilizzare un tensore o;; in cui
I'oggetto che moltiplica 7 sia un tensore a traccia nulla. In questo caso si ridefinisce il coefficiente
7’ in modo tale che

8ui a’LLj 2
Oij = — + — 26V u) —n'6;V-u 13.3.4

) n<8x3 8.%'1 3 ) n ] ( )
Analogamente se vogliamo che il vettore ¢; descriva uno scambio di energia tra le diverse parti
del fluido, dobbiamo aggiungere ad esso termini che dipendano dalla differenza di temperatura
tra i diversi elementi del fluido, ovvero dalle derivate spaziali della temperatura nel limite in
cui tali elementi sono pensati infinitamente prossimi. Poniamo quindi

orT
¢ =q — k@:n' (13.3.5)

Possiamo cosi scrivere le equazioni corrette per un fluido reale

Dip+pV-u=0 (13.3.6)

p(Dyu) + VP =nAu+ (n+1)V(V - u) (13.3.7)
2 2 2

p(DT) + gPV Sy = gk‘AT — 39" (Vu) (13.3.8)

Le equazioni (13.3.6), (13.3.7), (13.3.8) sono dette equazioni di Navier-Stokes. 1 coefficienti
1,7,k sono detti complessivamente coefficienti di trasporto. n & detto primo coefficiente di
viscosita, n' & detto secondo coefficiente di viscosita e k ¢ detto coefficiente di conducibilita
termica.

13.4 L’espansione di Chapmann-Enskog

Rispetto a quanto discusso nelle sezioni 3.2 e 3.3 si pone il problema di stabilire se e in quale
misura sia possibile derivare le equazioni di Navier-Stokes a partire dall’equazione di Boltzmann.
La risposta a questo problema € negativa, e il motivo é legato al fatto che le equazioni di Navier-
Stokes (13.3.6)-(13.3.8) non sono invarianti sotto nessun tipo di riscalamento spazio temporale.
La proprieta di invarianza sotto uno scaling spazio-temporale fa pensare che esista la possibilita
di derivare tale equazione da un modello microscopico mediante una procedura limite da eseguire
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sulle equazioni del modello microscopico del tipo seguente: si prendono le equazioni del modello
microscopico; si effettua su di esse un riscalamento delle coordinate spazio-temporali dello stesso
tipo di quello che lascia le equazioni macroscopiche invarianti; si studiano le soluzioni delle
equazioni microscopiche riscalate nel limite in cui il parametro di scala tende a zero e si dimostra
che in tale limite si producono le giuste condizioni di validita delle equazioni macroscopiche. Le
equazioni di Navier-Stokes non presentano proprieta di invarianza e non é possibile derivarle
microscopicamente. In effetti si osserva che a differenza delle equazioni di Eulero, che presentano
solo derivate del prim’ordine rispetto al tempo e rispetto alle coordinate spaziali, le equazioni
di Navier-Stokes contengono derivate del primo e del second’ordine rispetto alle coordinate
spaziali. In particolare i termini di viscosita o contengono derivate seconde, oppure contengono
prodotti di due derivate prime rispetto alle coordinate spaziali. La conseguenza di cio é che se
si tenta di eseguire il riscalamento 13.2.4 sulle equazioni di Navier-Stokes, si ottengono termini
di viscosita di ordine €. Ancora per lo stesso oscuro discorso di prima questo significa che il
meglio che ci si aspetta di poter fare é derivare dall’equazione di Boltzmann delle equazioni di
Navier-Stokes in cui i termini di viscosita sono di ordine e.

La procedura che consente di ottenere questo risultato ¢ nota come espansione di Chapmann
- Enskog. Lo scopo di questa sezione ¢ descrivere nei dettagli tale procedura. Per cominciare
consideriamo ’equazione di Boltzmann riscalata

Duf(e,v3) = QU I (13.4.1)

Cerchiamo una soluzione della (13.4.1) della forma

[z, v;t) = M(x,v;t) + eF(x,v;t) (13.4.2)

dove M (x,v;t) & una maxwelliana locale. Detti £ e P gli operatori relativi alla maxwelliana
M, imponiamo sulla (13.4.2) la condizione supplementare

PF =0 (13.4.3)

La proposta (13.4.2) decompone la soluzione dell’equazione di Boltzmann riscalata nella
somma di due termini ortogonali: uno, la maxwelliana M, appartenente al nucleo dell’operatore
L; laltro, la funzione F', ortogonale ad esso e di ordine €. Sostituendo la (13.4.2) nella (13.4.1)
e considerando che Q(M, M) = 0, si ottiene

D (M + €F) = LF + €Q(F, F) (13.4.4)

Applicando ad ambo i membri della (13.4.4) gli operatori (1 — P) e P, si ottengono le
proiezioni di tali equazioni rispettivamente sul nucleo di £ e sul sottospazio ad esso ortogonale:
(1 —=P)(De(M + €F)) = LF + €Q(F, F) (13.4.5)

P(Di(M +€eF)) =0 (13.4.6)

Il sistema di equazioni (13.4.5)-(13.4.6) ¢ equivalente all’equazione (13.4.4) ed ¢ conveniente
lavorare su di esso. L’espansione di Chapmann-Enskog consiste nel cercare di risolvere tale
sistema mediante una successione di funzioni { f{} che tenda alla f¢. La successione ¢ costruita
nel modo seguente. Definiamo

fi=M+eF; i>1 , f5:=0 (13.4.7)

dove
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(e t) = pi(z;t) ox _(U—Ui($;t))
M;(z,vst) : —(%Ti(x;t))% p( o) ) (13.4.8)

Detti £; e P; gli operatori relativi ad M;, imponiamo che F; soddisfi la condizione

P,F, =0 (13.4.9)

Imponiamo inoltre che le funzioni M; ed F; soddisfino le equazioni

(1 — Pz) (Dt(MZ + GFi_l)) = L,;F; + GQ(Fi_l, Fi—l) (13.4.10)

Pi(Dy(M; + €Fy)) =0 (13.4.11)

Ammettiamo infine che le successioni {p;},{u;},{T;} ed {F;} siano convergenti nel limite
i — oo. Si riconosce allora che in tale limite le equazioni (13.4.10) e (13.4.11) convergono
alle (13.4.5)-(13.4.6) rispettivamente. Dalla convergenza delle equazioni deduciamo quella delle
soluzioni:

lim ff = f¢ soluzione dell’eq.ne di Boltzmann riscalata (13.4.12)
1—00

Il sistema (13.4.10)-(13.4.11) pud essere risolto ricorsivamente. Infatti f§j & nota. Supponia-
mo di conoscere ff ;. In linea di principio dalla (13.4.10) possiamo ricavare F; in funzione di
M; (F;—1 ¢ nota). Sostituendo nella (13.4.11) possiamo ricavare M; e quindi anche F;.

Prima di proseguire ricordiamo che gli invarianti collisionali ortonormalizzati sono dati da

1 v—u (v —u)? - 3T
%_{\/ﬁ’\/ﬁ’ TNET; } (13.4.13)

e quindi 'equazione (13.4.9) si traduce esplicitamente nelle seguenti condizioni

/ dvF; =0 (13.4.14)
R3
/ dv(v —u)F; =0 = / dvvF; =0 (13.4.15)
R3 R3
/ dv(v —u)*Fy =0 (13.4.16)
R3

Consideriamo ora il sistema (13.4.10)-(13.4.11) per ¢ = 1:
(1 =P1) DMy = L1 1 (13.4.17)

Pi(De(M;y + €F1)) =0 (13.4.18)

Dalla (13.4.17) proviamo a ricavare F in funzione dei campi p1, u1,T; che caratterizzano la
maxwelliana M. Introduciamo nell’equazione (13.4.18) la F} ottenuta e troviamo le equazioni
differenziali per tali campi. Poiché come € noto la condizione

PLD;M; =0 (13.4.19)
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genera le equazioni di Eulero, si riconosce che la (13.4.18) genera equazioni di Eulero corrette
all’ordine e. Rimane da verificare che le correzioni, a parte il fattore di scala €, coincidono coi
termini di viscosita che compaiono nelle equazioni di Navier-Stokes. Cid costituisce 'oggetto
d’indagine delle prossime righe.
Cominciamo a sviluppare la (13.4.17) osservando che
oMy oMy oMy

DMy = TulDtul + TTlDtTl + thm (13.4.20)

II calcolo delle derivate funzionali di M; da come risultati

oM - oM M — 2 3 oM M
L_vou,, 1 _Miflvmw) 3,y MM (13.4.21)
(5U1 T1 (5T1 Tl 2 2 (5p1 P1
Poiché risulta
(5M1 Ml 8p1
Dip1 = — -V 13.4.22
¢ facile riconoscere che
oM
(1—Py) <1Dtp1> =0 (13.4.23)
dp1

Cio é dovuto al fatto che nelle parentesi a secondo membro della (13.4.22) compaiono soltanto
combinazioni lineari di invarianti collisionali. Per quanto riguarda i termini

oM
(1 _P1)<5u11DtU1> (§] (1 —P1)<(thT1>

non effettuiamo esplicitamente i conti, fornendo soltanto i risultati

oM Ouy; M v —up)?
(1 — 731) ((MIIDtU1> = 8.%‘1: ?11 (('Uli — ’LLM)(UU — ulj) — (131)5”) (13.4.24)
S M 1 0T 1 )
(1 — 731) <(5T‘11DtT1) = FT;Ml |:(1)17; — uh‘) <2(U1 — U1)2 - 2T1>:| (13425)
1 7
Alla fine possiamo scrivere
8u1~ M1 1 8T1
1—P1)DiM; = —L =By + — —— M A, 13.4.26
( Pl) t 6931 T1 J + T12 8:61 ! ( )
dove
(v1 —u1)?
Bij = (’Uh’ — uu)(vlj — ulj) — fdzﬂ (13.4.27)
_ 2 5

Ai = (Uli — uli) <(UI2UI) - 2T1> (13428)

Considerando che l'operatore [{1 ¢ lineare ed agisce soltanto sulle velocita , possiamo
invertire la (13.4.17) e scrivere l'inversa nella forma
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o (‘9u1j 1 1 6T1 _

P = — LN M Byj) + 5= L7 (M A, 13.4.2
L= Gy £ (MiBy) gt (M (1.4.29)
Argomenti di simmetria suggeriscono che
ﬁl_l(MlBij) = —Bija(pl,Tl,vz) (13.4.30)
L7 (M Ay) = —AiB(p1, Th, v°) (13.4.31)

dove a e 3 sono funzioni semidefinite positive, la cui forma analitica non é nota, e tali che la
condizione (13.4.9) sia soddisfatta. Introducendo le (13.4.30)-(13.4.31) nella (13.4.26), si ottiene

8U1j 1 B 1 6T1
— —B.oa — ———
8$i T1 K T12 8$1

F = A8 (13.4.32)

A questo punto siamo in grado di studiare 1’equazione (13.4.18). Scrivendo esplicitamente
I'operatore Pi, si riconosce che le equazioni differenziali che regolano ’evoluzione dei campi
p1,u1, 11 sono della forma

(Mi¢a, Di(My +€Fy)) =0  a=0,1,..,4 (13.4.33)

Dall’equazione (13.4.33) risulta evidente che le correzioni di ordine € alle equazioni di Eulero

provengono dal termine
(Mi¢a, DiF1) (13.4.34)

e quindi vogliamo studiare tale oggetto per i diversi valori assunti da «. Per semplificare i

conti successivi introduciamo la notazione
’l~)1 =V — Uy (13.4.35)

Discutiamo per primo il caso @ = 0. Risulta

1 o
M D, F = — —_— -VF, | =
(My¢po, Dy Fy) N Rde( 5 +v-V 1)
1 /0 0
= — | = dvF; + — dvv; = 13.4.
\/ﬁ(at/RS ! 1+3$J’ R3 vv]f1) 0 (13.4.36)

in virtu delle condizioni (13.4.14)-(13.4.15). Ne segue che I’equazione di continuitd rimane
invariata. Discutiamo ora il caso a =i = 1,2, 3. Risulta

1 F
(Mii, DiFy) = —= [ dvdn, (81 + - VF1> (13.4.37)

pT R3 8t

Per il primo termine possiamo scrivere
- 6F1 8 - 8u1i
/R3 BT /Rs U(at (o F1) + 1=, )
(9 - 8u1i

= = dvvy dvFy =0 13.4.38
ot /Rs Va1 + ot Jps v ( )

ancora in virtu delle condizioni (13.4.14)-(13.4.15). Per il secondo termine possiamo scrivere

198



/3 d’Uf}liU . VFl == ng dm?uvjajFl == ng dvaj (1711'ij1)+
R

+ fRs dUUjFlajuu = aj ng dvvviFy =
= 0; [ s dvd1i01;F1 (13.4.39)

dove l'ultima uguaglianza ¢ permessa dalla condizione (13.4.15). Dunque 'equazione di
conservazione dell’impulso deve essere corretta mediante 'aggiunta del termine

1 I
(Mg, Dy ) = ﬁaj /3 dvvy;015F1 (13.4.40)
R

Infine discutiamo il caso o = 4. Risulta

i)
(M s, DiFy) = dv[6} — 3T Dy Fy = - VF1> (13.4.41)

1 dv? 0
2T\/?Tp R3 2T\/7 R3 6

Per il primo termine possiamo scrivere

dvt?—— OF

Ouy;
07 = dv F1 / dUF1 =2 dvvh “ F =
R3 ot
_ uu/ dvty; Fy = 0 (13.4.42)
ot Jgs

Per il secondo termine possiamo scrivere

/ d’U’D%’U . VFl = / d’U’D%’Uz‘(%Fl = 81 dU’D%UiFl — / d’UUiFlai’lN)% =
R3 R3 R3 R3
—&»/ dv’f)%f)h‘Fl +2/ dv’uif)lk(aiulk)Fl —31'/ dvﬁ%f)uFl—i-
R3 R3 R3
+2(3¢U1k)/ dvv1,01 F1 (13.4.43)
R3

Dunque 'equazione di conservazione dell’energia deve essere corretta mediante l'aggiunta
del termine

1 9~ L
(M1¢4, DtFl) = m <8Z /Rd dvv%vliFl + 2(8¢u1k) /Rs dvvlivlkFl) (13.4.44)
Ora proviamo a calcolare I'integrale (13.4.40). Utilizzando la 13.4.32 si ottiene

-~ aull 1 - . 1 8T1 ~ o~
/Rs dvvlivljFl = —87%?1 /Rs dU’UlivljBklOé— Tfaxk/Rs dvvlivlekﬁ (13445)

Per l'integrale contenente By, possiamo utilizzare la definizione 13.4.27 e scrivere

~2
/ dvfluﬁljBkla = / dvﬁliﬁlj <Z~11k1~}11 — Ul(Sm) Q (13.4.46)
R3 R3 3

E chiaro che, essendo tale integrale esteso a tutto R3, si pud shiftare la variabile d’integra-
zione da v a U1 senza pagar prezzo:
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9
v
S I . i

/dUUIiUIjBkla —/ dvlvlivlj<v1kv1l—5kz>a—
R3 R3 3
U 1 - -
= dv1 0010101501 — = davlvlivljéklv% (13.4.47)
R3 3 JRs

Inoltre si riconosce che, in virtu della semipositivita definita di « risulta

/3 dv 1010101 = (5@'(5}.@1 + 03051 + 5il(5jk) /3 d@la{/% (13.4.48)
R R
e che
/ din 010101005 = 6;j0k1 / diy ot (13.4.49)
R3 R3
Si ponga
a:= / diy o} (13.4.50)
RS

Per l'integrale contenente Ay, utilizzando la definizione (13.4.28), possiamo scrivere

. 1 . 5T; T
/ dvvlivlekﬁ = / dvlvuvljvlkvfﬁ — 1/ dvlvlivljvlkﬁ = O (13451)
R3 2 R3 2 R3

in virtu della semipositivita definita di 8. In definitiva

10uq; &

/B3 dvov;F1 = —T%ﬁ(@j% + 0 b1 + 0i04k) + 567%?15@' Kl =
2a a (Ouy;  Ouy
el VAR TIY J 13.4.52
3T1 “ K T1 ( 6:& + 8xj ( )
Introducendo questo risultato nella (13.4.40) si ottiene
a 2 Ouy; — Ouyy
Mi¢;, DiF)) = ———0; | —=V - u10;; — J 13.4.53
(161, D) = ety | =59ty — (G + G (13.4.53)
Si definiscano i coefficienti
_ %
a P e - (13.4.54)

= T1vp1Ty 311/ p1'Th

In tal modo possiamo scrivere la correzione alle equazioni di conservazione dell’impulso nella
forma

(Mi¢pi, DiFy) = —nAuy; — (n+ 1" )Vi(V - uq) (13.4.55)
cioé nella forma prevista dalle equazioni di Navier-Stokes.

Analogamente si calcola l'integrale (13.4.44) e si verifica che esso produce le correzioni
previste dalla (13.3.8), con un coefficiente di conducibilta pari a

- / dv%vz(v _ 5T)£_1%v2(v _5T)M(v), (13.4.56)
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Bisogna osservare che i coefficienti di trasporto 1 ed 1’ non sono indipendenti. Questo ¢
dovuto al fatto che la procedura di derivazione discussa non vale in generale, ma per il gas di
Boltzmann. Ne segue che i coefficienti (13.4.54)-(13.4.56) si riferiscono a tale sistema fisico.

Si puo infine pensare di proseguire ’espansione cercando di ricavare le equazioni differenziali
per i campi p;, u;, T; per ¢ > 1. Le equazioni corrispondenti ad ¢ = 2 sono dette equazioni di
Burnett, quelle corrispondenti ad ¢ > 2 sono dette equazioni di super-Burnett. Le prime
contengono derivate seconde e terze rispetto alle coordinate spaziali. Nessuno crede che tali
equazioni descrivano correttamente I’idrodinamica dei fluidi reali.

13.5 Equazioni di Navier-Stokes incomprimibili

Consideriamo 'equazione di Boltzmann riscalata secondo lo scaling

Tr — sflcc, t— E*Qt, U — EU

afE 1 a_i e re
ot +gvvf _EQQ(fvf)

Cerchiamo una soluzione nella forma

P ol
(2760)3/2 " 26,

con l'assunzione che ¢° tenda ad un limite finito g per € che tende a zero

ff=M+eg, M= (13.5.1)

9 =g
Sostituendo nell’equazione di Boltzmann riscalata si ha

o¢° 1 IS AU R
0. - = - 13.5.2
a0 T2V Vg ggﬁg +€Q(g,g) (13.5.2)

dove
Lg® =20Q°(M, g°)

Le autofunzioni di £ sono gli invarianti di collisione ¥ moltiplicati per la Maxwelliana M :
LY*M =0

Moltiplicando la (13.5.2) per 2 si ha

og°

ot

e poiche esiste il limite g — ¢ si ha nel limite € — 0

g +ev- Vg =2L¢" 4+ Q(g%, 9%) (13.5.3)

Lg=0

Quindi g é una combinazione degli invarianti di collisione che scriviamo nella forma
L. 2
g:M(p+U-u+§(|v\ —3)0) (13.5.4)
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Ricordando la (13.5.1) si vede che p, u, @ sono le correzioni di ordine ¢ alla densita , velocita e

temperatura all’ordine zero date da (pg, 0, 6p). Per semplicita d’ora in poi poniamo py = 1 = 6.

Moltiplichiamo scalarmente la (13.5.2) per gli invarianti di collisione %, a = 0,...3 e

poniamo

< g,h >= /dvgh

0
€5 < 1,g°>+V-<v,¢°>=0 (13.5.5)
0
€5 <0, >+V- < g5, 000 >=0 (13.5.6)

Nel limite ¢ — 0 (13.5.5) da

V-<v,g>=0 (13.5.7)

e (13.5.6) da

V- <g,v®@v>=0 (13.5.8)

Usando 'espressione di g (13.5.4) si ha

0ii .
Viu; < vi,v; >= 0;;Viu; < 1,1}22 >= %dzvu =0

1
V; <vjug, [p+ 56(\1}]2 —3)] >=0;xVjlp+60]=0
Abbiamo usato

< vl |v]? >=<1,v¢ + 211]%1)]2 >=3+2

Abbiamo cosi ottenuto le prime due equazioni
la condizione di incomprimibilita

divu =0 (13.5.9)
e la condizione di Boussinesq

Vip+6]=0 (13.5.10)

Riscriviamo 'equazione (13.5.6) nella forma

0 1
IR v, g% > —f-gV- <gvRv>=0 (13.5.11)

Questa equazione dara nel limite ’equazione per w.
L’equazione per la temperatura si ottiene moltiplicando scalarmente la (13.5.2) per 1 (|v|?—5)

1 1
=5)9" > +-V- < g, §(Iv!2 —5)v >=0 (13.5.12)

Osserviamo che il primo termine in (13.5.11) diventa nel limite

8 g
— <0v,0°>—

o (13.5.13)

au
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mentre il primo termine in (13.5.12) diventa nel limite

o 1. ., 9 1, 1 13
o < gl =8),9">= o < " =5), [p+ 05 (0" =3) >=—5p+ 50
La (13.5.10) implica che p = —6 per cui
o 1, , . 5

Per calcolare i termini divergenti di ordine % in 13.5.11 e (13.5.12) si usa un trucco.
Poniamo

1 1
A@) = 5o =5)v,  Bl) =vev—Sful’l (13.5.15)

Per l'autoaggiuntezza di L possiamo scrivere

<A, g>=<L7YA Lg >, <B,g>=<L"'B,Lg> (13.5.16)

Questa identita ci permette di sostituire il termine %Lg6 in (13.5.11) e (13.5.12) usando

I'equazione (13.5.2).

1 1 1
- < A g > = - < L7TYA LG >=ec< L71A0p > +5 < L71A vV >
+ < L7YA,Q(45, ¢°) > (13.5.17)
1 e 1 —1 e —1 1 -1 e
g<B7g> :g<£ B, Lg" >=e< L B,at,o>+§<£ B,v-Vg° >
+ < L7'B,Q(¢5, o) > (13.5.18)
Nel limite € — 0
1 1 -1 -1
E<A,g> :g<£ A Lg>=< L Av-Vg> (13.5.19)
+ < L£71A,Q(g,9) > (13.5.20)
1 1 -1 -1
Z < B,g> == <L "B,Lg>=< L "B,v-Vg> (13.5.21)
+ < L7'B,Q(g,9) > (13.5.22)

Usando l’espressione di g si ottiene

1
<L'Aw-Vg>=<1,L7'A® 5“”'2 — 5w >-VO=—kV0 (13.5.23)

dove k & la conducibilita ed é data da

1 1
E=-< §(|v]2 - 5)vi,£_1§(|v|2 —5)v; > (13.5.24)

Inoltre per la (13.5.4) si ha
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<L 'Bv-Vg>=<1,L7'B®v> -Vu=—-vVu
dove v ¢é la viscosita ed ¢ data da
1 1
v=— < (|lvjv; — §|v]21)£_1(\vivj - §|v|2I) > (13.5.25)

Nota. I coefficienti di trasporto non dipendono dagli indici ¢ e j. Infatti la funzione che
appare nel termine di secondo ordine nell’equazione per la temperatura é

1 1
< 5(\1}]2 —5)vj, 2_15(\0\2 -5 > (13.5.26)
Per motivi di simmetria si ha che £L7'B = -8B e L7'A = —aA con a e 3 funzioni positive
di w e del modulo della velocita relativa.
L’integrale (13.5.26) si riduce quindi a
Lo Lo Lo Lo
—< §(|U\ - 5)%55(\U| —5)vj >= —§;; < §(|U‘ - 5)Ui7»3§(\v| —5)v; >

e non dipende da i per 'isotropia della Maxwelliana.
Analogamente per la viscosita si ha

1 _ 1 1 1
Dijir, =< (Jvivj = SloPDL™ oy, = 3lo*T) >= = < (v = Sl Da(jvvg — |o*T) >

= — < (lviviBowg > [6i56u + 046k + 6irdy;] (13.5.27)
1 1 1
+30i5 01 [ < glv\2ﬁvivj >4+ < g\v\Qﬁvwk >—< §]v]4a > ] (13.5.28)

Nell’equazione per la componente j della velocita questo termine appare nella forma

Vi(DijieViug)

e solo il secondo termine (con il fattore d;0;;) contribuisce come V;((D;;i;Viu;). Infatti in
tutti gli altri termini appare la div u che é zero.

Per ricostruire tutti i termini nell’equazione limite resta solo da calcolare i secondi termini
a destra di 13.5.20 e 13.5.22.
Vale la seguente identita

2
g
=—L=— 13.5.2
Qlg,9) = —L7; (13.5.29)
Infatti, sia M® = M(p + ep1,u + uy, 0 + €67). Allora

2 g°
0= TEQQ(M€7M€)‘6:0 = QS(MvM) +Q(gag)

Usando la (13.5.29) si ottiene

— < L7'A,Q(g,9) >=< L7'A £g—2 >=< A s o Dup
T M "M 2

2 2

-1 -1 g g 1 9
- B - Bty s—< B, L s—omeu— I
<LB,Q(g,9) >=< L ,£M> <B, 37> U u 3|u]
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In conclusione si ha

1 1
- <B,g>=-vVu+ (u®u— §|u2u') (13.5.30)
1 5
Riscriviamo la (13.5.11) nella forma
0 C1 . 1 S,
— <v,0°>4+-V-<g¢°,B>+-V-< ¢ =|v|l >=0 (13.5.32)
ot € € 3

Identificando la pressione come

1 1
—<g, sl >=P
€ 3

e sostituendo in (13.5.32) la (13.5.13) e la (13.5.30) si ottiene '’equazione di Navier-Stokes

gtu—i—u‘Vu—i—VP = V(vVu)

Sostituendo in (13.5.12) la (13.5.14) e la (13.5.31) si ottiene I’equazione per la temperatura

0
gt T VO =V(kV0)
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Capitolo 14

Dalla Dinamica Newtoniana
all’ldrodinamica

14.1 Descrizione microscopica

Nei capitoli precedenti abbiamo esaminato in dettaglio le relazioni esistenti tra la teoria cinetica
e I'idrodinamica. Possiamo riassumere brevemente il percorso logico seguito in tale occasione.
Assumendo come punto di partenza l’equazione di Boltzmann, abbiamo ricavato le leggi di
conservazione ad essa connesse. Tali leggi si presentano a priori in forma di equazioni differenziali
non chiuse per i campi p, u, T. Abbiamo visto che una distribuzione cinetica di tipo maxwelliano,
corrispondente all’assunzione di equilibrio locale, permette di chiudere tali equazioni e che le
equazioni chiuse coincidono con quelle di Eulero. Per poter dare significato fisico a tale risultato
& stato necessario affrontare due questioni. Abbiamo poi discusso la validita dell’equazione di
Boltzmann, dimostrando che tale equazione puod essere derivata in modo matematicamente
rigoroso a partire da un modello microscopico. Infine abbiamo giustificato ’assunzione di una
distribuzione cinetica di tipo maxwelliano dimostrando che tale distribuzione costituisce una
soluzione dell’equazione di Boltzmann letta in coordinate idrodinamiche nel limite in cui le scale
cinetica ed idrodinamica sono infinitamente separate.

In questo capitolo dimostriamo che le equazioni di Eulero possono essere derivate, senza
passare per la scala cinetica, direttamente dalla scala microscopica, cioé a partire dalla descri-
zione newtoniana. Gli ingredienti per ottenere questo risultato sono sostanzialmente analoghi
a quelli richiesti per il passaggio dalla scala cinetica a quella idrodinamica. Il procedimento che
seguiremo puo essere riassunto brevemente come segue. Assumendo come punto di partenza
le equazioni di Newton ricaviamo le leggi di conservazione locali per un sistema di particelle
interagenti mediante un potenziale a coppie. Mediando tali equazioni rispetto alla distribuzione
di probabilita soluzione dell’equazione di Liouville (2.1.3), si ottengono equazioni differenziali
non chiuse per i campi macroscopici p, u, e. Tali equazioni si chudono sotto 1’assunzione di equi-
librio locale, in questo contesto descritto da una distribuzione di Liouwville di tipo Gibbsiano.
Le equazioni chiuse coincidono con quelle di Eulero.

Tale procedimento, in un certo senso ricopia quello discusso nel passaggio dalla teoria di
Boltzmann all’idrodinamica, presentando a sua volta vantaggi e svantaggi rispetto a quest’ulti-
mo. Il vantaggio pit evidente ¢ il fatto che non si pone il problema di stabilire la validita delle
equazioni di partenza, che in questo caso sono le equazioni di Newton. Del resto si riconosce che
nell’assunzione di un equilibrio locale di tipo Gibbsiano I'ipotesi ergodica fa la sua comparsa
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nella meccanica statistica del non equilibrio. Inutile sottolineare che i risultati prodotti nella
giustificazione di tale ipotesi sono scarsi.

Consideriamo un sistema di N particelle di massa m = 1, interagenti mediante un potenziale
a coppie V di range finito [ in d dimensioni. Supponiamo che il sistema sia confinato in un toro
A di dimensione lineare L. Definiamo il fattore di scala

€= — (14.1.1)
Lo stato del sistema ¢ definito sulla scala microscopica assegnando il vettore di stato
(¢,v) = (q1,v1;-.5av,0n)  (qi,v;) € RY x R (14.1.2)
L’evoluzione temporale del sistema é governata dalle equazioni di Newton

1,N
dqz- d?}i : oV .
i DY iU U (14.13)

dove 7 & il tempo espresso in coordinate microscopiche. Le coordinate spazio-temporali
macroscopiche sono definite e-riscalando quelle microscopiche:

x; = €q; t:=er (14.1.4)

Assumendo che in coordinate microscopiche [ ~ 1, ne segue che, ancora in coordinate
microscopiche

IA] ~ed (14.1.5)

Se vogliamo che il sistema abbia densita unitaria (stiamo descrivendo un fluido), dobbiamo
imporre che

N ~ e [z] :== parte intera di x (14.1.6)

Definiamo ora il vettore delle osservabili conservate

1,N
1 b
Z'({xi,vi}) == {1,% 5(vf +> V(g - qj|))} i=1,..N p=0,.,d+1 (14.1.7)
35

e quindi

N
20z, {ai v} = % S0 — w0 2 ({01} (14.1.8)
=1

I campi Z* sono microscopici nel senso che dipendono, oltre che dal punto fisico z € R3,
dal punto rappresentativo del sistema nello spazio delle fasi ad N particelle. Per una corretta
interpretazione fisica di tali campi, si consideri una regione A C A. Integrando su A rispetto
ad x possiamo dire che

/ dxZ°(x, {x;, v;}) (14.1.9)
A
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rappresenta la frazione di particelle presenti nella regione A quando il sistema si trova nella
configurazione {z;,v;}. Analogamente

OfAdmZ B
/Ade (x,{z;,vi}) = / xZ fAd 70 a=1,..,d (14.1.10)

rappresenta il prodotto della frazione di particelle presenti in A per la velocita media di tali
particelle quando il sistema si trova nella configurazione {x;,v;}. Infine

deCl—i—l

27 (e L 0 )) — ofA
/Ad 2 (2, {2, 0;)) /A ©Z IR (14.1.11)

rappresenta il prodotto della frazione di particelle presenti in A per ’energia media di tali
particelle quando il sistema si trova nella configurazione {x;, v; }.Nel seguito vogliamo indagare
I'evoluzione temporale dei campi Z*. A tale scopo supporremo sempre di calcolare la (14.1.8)
nel punto {z;(t),v;(t)} soluzione delle equazioni di Newton al tempo macroscopico t. Inol-
tre, per non appesantire troppo la notazione, non esprimeremo piti la dipendenza di Z* dallo
stato del sistema, scrivendo soltanto Z#(z). Tale dipendenza deve tuttavia essere tenuta in
considerazione.

14.2 Leggi di conservazione locali.

Legge di conservazione della massa

Esaminiamo per prima ’evoluzione temporale del campo

Sz — ;) (14.2.1)

||Mz

A tale scopo consideriamo una funzione

f: R - R fecC™(R) (14.2.2)
Integrando su A il prodotto Z°f si ottiene

/ dzZ°(x Zf ;) (14.2.3)
A

Si derivino ambo i membri della (14.2.3) rispetto al tempo macroscopico ¢t. Per il primo
membro possiamo scrivere

0
G | 2@ @ = [ dor@) % @) (142.4)

Applicando al secondo membro la regola di derivazione delle funzioni composte e la conven-
zione di Einstein sugli indici di componente ripetuti, si ottiene

N

1 of dzy 1 of o
th Zf 0z = (@) i N @(%)Uz (14.2.5)
=1

7]7 1=

Del resto risulta
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N

1 Y af N of Bf
Niﬂaix?(wi)vi /d et )*25(1‘—%)1) /d roe %) (14.26)

=1

Integrando per parti la (14.2.6) ed osservando che A = (), si ottiene

dz° 02
[ dare) @) == [ o35 (1427
da cui si ricava l'equazione
dz° o A
5 @)= 5@ (14.2.8)

cioé '’equazione di continuita . Essa, come é noto, esprime la legge di conservazione della
massa.

Legge di conservazione dell’impulso

In modo analogo a quanto visto nella sezione precedente, studiamo 1’evoluzione temporale
del campo

1
= NZ(S(J}—.%l)U? a=1,..,d (14.2.9)

Integrando Z% contro f si ottiene

N
/A F(@)2°(z) = Jb; Flaie (14.2.10)

Si derivino ambo i membri della (14.2.10) rispetto al tempo macroscopico t. Per il primo

/f )Z% (2 /f dZa (14.2.11)

Per il secondo membro possiamo scrivere

membro possiamo scrivere

of
i i) 14.2.12
thZf ;&Cﬁxv e fo dt ( )

Riscalando il tempo nella (14.1.3) si ottiene
dvl = ¢! Z W (1gi - (14.2.13)

JJ#Z

Sfruttando la (14.2.13) possiamo scrivere

1,N

LA SOV S L

1,5:1#£] 4

) (14.2.14)

Ora si osservi che vale la seguente proprieta :

209



Z f( xz ‘QZ Z f |QZ_ Z f(z ’Ch D (14-2-15)

i,j:i7£] 4 i,j:1#] VRS
e dunque
1,N
V 1< ov
Z f@)galla—al ==3 > (f@) = f)) gz la—al (14.2.16)
1,j1i#] @ i,j:1i#] '

Sviluppando f in serie di Taylor nel punto z;, al prim’ordine in € risulta

1N
€ ~— Of ov
Z fz !qz G =-5 > o8 5(xi)(qf—qf)@(|qi—qj\) (14.2.17)
(NErS] i,jiitj 9L J

E chiaro che I'approssimazione al prim’ordine in e diventa corretta nel limite e — 0. Infatti
I’e prodotta da tale approssimazione compensa I’e ! che compare nella (14.2.14). Il resto della
serie produrrebbe termini ~ O(e) nulli nel limite suddetto. Sostituendo la (14.2.17) nella
(14.2.14) si ottiene

dz® 1 N of
/Adxf()dt NZ:ZB { Uty Z |qz (qf—qf)} (14.2.18)

JZ#J
Si definisca
ov
Wi ¢t Z +(a — (g ) (14.2.19)
JZ#J
in modo tale che
aze 1L af 1 & of
d = N @yw = — dzd(z — z;) =L ()W 14.2.20
Jtet @G = o aew” = 53 [ it — )@ 4220
Definendo il tensore
| X
af . A8
w .—N;é(:v—xz)Wi (14.2.21)

la 14.2.20 si scrive nella forma

dz® 0 oweB
/d:cf( ) _/d ajﬁwaﬁz—/Adxf(x)axﬁ (14.2.22)

dove, in ultimo membro, si é eseguita un’integrazione per parti. Dalla 14.2.22 si ricava
dunque ’equazione

dze owes

cioé la legge di conservazione dell’impulso.

210



Legge di conservazione dell’energia

Studiamo infine I’evoluzione temporale del campo

2%+ (z =% Z(S x — ;) {v + Z V(lg — } (14.2.24)

Jij#i

Integrando Z9*! contro f si ottiene

1,N
/Admf( )24 () =< Zf ;) {vf + > V(g — qj\)} (14.2.25)

Jug#

Derivando ambo i membri della (14.2.25) rispetto al tempo macroscopico ¢ si ottiene

dz+1 1Y 1 il
[ ot @) :*Z 2> V(g - ) b+
A dt N
i=1 Jig#
1 N LN N
LS 2{ 19D 9F CAEANY LY
i=1 Jig#£i =1
Si ponga
ILLN N
ov
M; =2 +> Z |q2— o (14.2.27)
Jiy#i =1

e si osservi che della sommatoria su [ sopravvivono soltanto i termini corrispondenti ad
I =1,j. Inoltre sfruttando 'equazione di Newton (14.2.13) si ottiene

L X av . )
M; = —2vfe! Z age 19~ 01) ! Z qu gl +e! Z qu gj)vs (14.2.28)
JigFs Tt ]]#l l j];éz

Il fattore e~! che compare nel primo termine a secondo membro puod essere assorbito ese-
guendo la derivata del potenziale V' in coordinate macroscopiche invece che microscopiche.
Sfruttando la (14.2.15) per gli ultimi due termini, si trova che

e ov oV 0w
M; = 1 Z o (g —gi)) + ¢ E 5oa (14 = D) (07" —vF) (14.2.29)
JJ#Z a Giji

da cui si ricava immediatamente

et Z o |qz— D +vg) (14.2.30)
JJ#@

Sfruttando la (14.2.30) e la definizione di ZidH, possiamo scrivere

dZd+1 1 0 o rzd+1
/Adl“f(x) 7 :N27($i)vi Z;7+



N o a
14 Ui T
+N6 ;1 flx E aq] (lgi — )< 5 > (14.2.31)

JiJ#i

Ancora ripetendo un argomento analogo a quello utilizzato nella (14.2.15), si puo dimostrare
che

1,N
_ V v +uf 1 | % ov
'3 - D(55E) = 5 X () - S g i~ s
e~ 45
NEE] 3 NEES J
U?Jrv;?‘)
< (14.2.32)
2

da cui, con uno sviluppo in serie di Taylor, si ottiene al prim’ordine in €

1,N

1) g o\ = 4j 5 :_ 1) 89: i~ bi )5 B\ T Yy
et Y Ty e — gD = €Y o (2 — ) 25 (|; — q51) %
= 4d; 95
1,:iF#]
v@Jrvﬁ
x( 5 J) (14.2.33)

Introducendo ora la (14.2.33) nella (14.2.31) e riscalando opportunamente le variabili si ottiene

dZd+1 1 X9 o ain Lo OV Y
v; v@
X < z )} (14.2.34)
2
Si definisca
d+1,« o rzd+1 ov lo' a viﬂ + 1}]’-8
Wi ez 227; oo~ (%52 (14.2:35)

in modo tale che

dz4+1 1 X9 g 1 Y of
d I N O ians /d 2L dtla
[ dot@ @) N2 g @i = 5 X [ detle - s W,
(14.2.36)
Definendo il tensore
L X
d+l,o0 . o d+1,a
w = ;5(@« ;)W (14.2.37)
la (14.2.36) si scrive nella forma
dzd+1 3f P oW d+Lla
/Adxf(x) o (x) = /da:axa( W __/Adxf(x)ﬁx“ (14.2.38)

dove, in ultimo membro, si é eseguita un’integrazione per parti. Dalla 14.2.38 si ricava
I’equazione
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dZ(l-‘rl awd-l-l,oc
dt (@) = - ox®

cioé la legge di conservazione dell’energia.

(14.2.39)

14.3 Equazioni di Eulero

Nelle sezioni precedenti sono state ricavate le leggi di conservazione locali per i campi micro-
scopici Z% nella forma
dj:(a?) = -V Whe
WP sono dette correnti, il primo indice 8 ¢ lindice relativo alla quantita conservata e
assume valori da 0 a 4. Il secondo indice « é relativo alla coordinata rispetto alla quale si deriva
e o =1,2,3. Useremo la notazione (14.2.21) per le correnti
N
Wﬁ’a(x) = Z §(x — mi)Wf’a
i=1
Ricordiamo che

WQ’a:’qu 0[21,2,3

1 (2

per =1,2,3
1 X v
Wit = wlu + 03 (e — ) (@] — @)
2 £ .aqi
Ji#]
1,N
1 <N Vv vt +of
Wi = of 2 4+ =N T (g — 4 (6f — ) |~
2 5704 ?

Assunzione di equilibrio locale

Per ottenere le equazioni idrodinamiche si assume che il sistema sulla scala idrodinamica ¢
localmente in equilibrio:

La distribuzione di non equilibrio all’ordine pid basso in € si riduce alla distribuzione Gibb-
stana relativa al potenziale V', con parametri lentamente variabili su scala microscopica.

Misura di Gibbs locale

_ 1 1
palq ... qnivr, ..., on) = Q 1exp—ZB(Eqi){logZ(€Qi)+§\vi—uz~(€qi)!2+§ %;U(qz‘—qj)}
1 .]7] 1

=Q lexp Z A (eqi) Z;

Le equazioni di Eulero si ottengono mediando le leggi di conservazione locale nel limite
€ — 0 usando 'assunzione di equilibrio locale. Infatti poiché la misura di Gibbs dipende solo
dai campi empirici (e dai suoi parametri coniugati, che sono i campi idrodinamici) le attese
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rispetto alla misura di Gibbs saranno espresse in termini di p,u,T e le leggi di conservazione
diventano delle equazioni chiuse nei campi idrodinamici.

Cominciamo dall’equazione per Z°. Indichiamo con < - >, 'attesa rispetto alla misura di
non-equilibrio e con < - > quella di Gibbs locale. Si ha a parte termini di ordine superiore in &
che

0
—<Z0>=-v,<Z2%>
ot

Osserviamo che < ZY > & per definizione la densita p(x,t) e analogamente si ha che <
Z% >= p(z,t)u(z,t), attesa rispetto alla misura di Gibbs della velocita . Quindi si ottiene
I’equazione di continuita

Consideriamo ora la legge di conservazione per I'impulso e mediamola rispetto alla misura

di Gibbs

d< 78 >
dt

A sinistra si ottiene la derivata temporale di p(x,t)u(x,t). Per ottenere il risultato occorre

(z) = —Vqo < WP > (14.3.1)

calcolare la media della corrente e per questo si usa il teorema del viriale. Calcoliamo prima la

media di vi*v B
1 N
Cap = N Z < o(x— azl)vf‘vzﬂ > (14.3.2)
=1
— Z < b(x —u®(@) (v} —uf (z) > +pu®(z)u’(z)  (14.3.3)

Abbiamo usato 3 SN <oz —ai) >= p(x)

| 2

Cap = aﬁ3 N Z < 0(x —x;) > —&—pua(a:)uﬁ(a:) = p(z)T(x)0ap + pua(x)u’g(x)

Calcoliamo ore la media del secondo termine nella corrente.

Bus = Z - ca); g‘fqu o o))
J i#]
Osserviamo che se @ #  usando la simmetria della misura per lo scambio ¢ — —¢* la
media da zero perché la funzione da mediare é antisimmetrica per tale scambio. Analogamente
usando la simmetria della misura e 'antisimmetria della funzione sotto lo scambio qf — fqiﬁ

si ottiene zero. Quindi sopravvivono solo i termini con o = .

Teorema del viriale.
Vale la seguente espressione per la pressione termodinamica all’equilibrio termodinamico
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P av 5 s
p=lim = =Tp- < #Z 1 age 4~ (@ —4)0(@) > (14.3.4)
JFLI=

Per dimostrarlo scriviamo la pressione all’equilibrio come

_ 10logZ
B oV
dove Z ¢ la funzione di partizione canonica nel volume V ed N particelle
1
Z2(B,N.V) = =7 dpdg exp —BH (p, q)
(VxR3)N

Scriviamo il volume come A3Vj. si ha che

1
Zy=Z(B, N, X*Vp) = N'/(v . dpdq exp —H (%,
oX

y\\@

qA)
da cui

_lolsz _ 1107y
T B OV ZB3Vy O
1 OH

3y S ﬁhzl -

Il fattore Vj si cancella vincolando una particella a stare nell’origine e si ottiene

p= Tp—%zéqz Zg;;(’CIi—QjD(Q?_Q?D

JiJ i

Abbiamo usato la deﬁnizione di temperatura = % dell’energia cinetica Osserviamo infine

che il termine (§ (q1)2 i Vollg — ;g — ai ) non dipende dall’indice o e quindi

p= Tp—* 25% Y (g — g i — i)
33 @

Ritornando alla legge di conservazione dell’impulso (14.3.1) e usando le espressioni trovate
di Cyp e By e il teorema del viriale si ottiene ’equazione per il campo di velocita

W(x) +pou@u+Vp=0 (14.3.5)

Infine discutiamo 'equazione per Z4.

gt <Z'>=-V,<Wh > (14.3.6)

La media che compare a destra ¢ I’energia totale e moltiplicata per la densitd . A sinistra
compare la media
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1 arzd\ _ i N o174
N Z <5(1‘ — )V 75 > =N <5(:13 x;)[vf — u)Z; > (14.3.8)
+— Z < (z— )2} (14.3.9)
Il secondo termine in (14.3.9) da il flusso di energia

N Z < T — g Z4> = pue(z,t) (14.3.10)

Invece per il primo termine si ha ricordando la definizione di Z* e il fatto che la media di
v — U € Zero

3 3 (3 — )b w2ty = & 3 (5o = wlof — o)
= o 3 (5@ — w)lef —w? — ol ) = 6Ty

i

Infine il secondo termine in (14.3.7) diventa

1 ov o atf
B Z<6(x_mi)zia5(’(11'_(]]")((1]' — )5 )+ (14.3.11)
i g 9
B_ B4 — b
1 8V o o /Ui w +'U] U
2;<5($—9«’i);;iaq?(!qi—qjl)(qj—ql-) . ) (14.3.12)

Il secondo termine in (14.3.12) ¢ zero ed il primo da

dapu(p — pT') (14.3.13)
La (14.3.6) diventa combinando le (14.3.9)—(14.3.13)

0

a(p e) = —div(p e + p) (14.3.14)
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